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Chương 1
Số thực và Hàm số thực

1.1 Số thực

1.1.1 Tập hợp và ánh xạ

Trong toán học hiện nay, tập hợp được coi là một trong những khái niệm ban đầu, từ đó
dùng một số qui tắc suy luận nhất định người ta xây dựng các kết quả trong toán học.
Có những lý thuyết sâu sắc hơn về tập hợp và về các tập hợp cơ sở như tập hợp các số tự
nhiên, tập hợp các số thực, nhưng ở môn học này chúng ta không thảo luận chúng mà chỉ
thừa nhận và sử dụng một số tính chất của chúng mà phù hợp với kinh nghiệm của đa số
người.

Chúng ta có thể hiểu một tập hợp là một sự ghép nhóm các đối tượng có tính chất
chung nào đó. Các đối tượng đó gọi là các phần tử của tập hợp đang xét.

Người ta thường dùng các chữ cái in hoa như A, B, C, X, Y , Z, . . . để chỉ các tập hợp
và thường dùng các chữ các in thường như a, b, c, x, y, z, . . . để chỉ các phần tử trong tập
hợp. Nếu x là phần tử thuộc A, ta kí hiệu x ∈ A và đọc là “x thuộc A”. Nếu x không là
phần tử của A ta kí hiệu là x /∈ A và đọc là “x không thuộc A” .

Tập hợp không chứa phần tử nào được gọi là tập hợp rỗng, kí hiệu là ∅.
Để mô tả một tập hợp người ta thường dùng hai phương pháp sau:

(a) Liệt kê các phần tử của tập hợp đó. Ví dụ nếu tập hợp A chứa đúng 4 phần tử x,
y, z và t, thì ta viết A = {x, y, z, t}. Hay tập hợp B gồm các ngày trong tuần được
viết là

B = {thứ hai, thứ ba, thứ tư, thứ năm, thứ sáu, thứ bảy, chủ nhật}.

Phương pháp này thường được dùng để mô tả các tập hợp có ít phần tử.

(b) Chỉ ra những tính chất mà mọi phần tử của tập hợp đó đều có. Giả sử tập hợp A
chứa các phần tử có cùng tính chất P. Ta viết

A = {x | P(x)}.

Ví dụ tập hợp C gồm các sinh viên năm nhất là nam có thể được viết là:

C = {sinh viên năm nhất | sinh viên là nam}.

Phương pháp này thường dùng để mô tả các tập hợp có nhiều phần tử.

Để biểu diễn một tập hợp một cách trực quan ta có thể dùng biểu đồ.
Nếu mọi phần tử của tập A cũng là phần tử của tập B thì ta nói A là tập con của B

và kí hiệu A ⊂ B.

1
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Hình 1.1.1: Biểu đồ biểu diễn tập hợp chứa 4 phần tử.

Ví dụ 1.1.1. Cho A = {x, y, z} và B = {x, y, z, t} thì A ⊂ B.

Nếu mỗi phần tử của tập hợp A đều thuộc về tập hợp B và ngược lại, mỗi phần tử
của tập hợp B đều thuộc về tập hợp A thì ta nói A và B bằng nhau hay trùng nhau, kí
hiệu A = B.

Các phép toán trên tập hợp

Hợp (hay hội) của hai tập A và B là tập hợp gồm tất cả các phần tử của A hoặc của B,
kí hiệu A ∪B. Vậy x ∈ A ∪B ⇐⇒ (x ∈ A hoặc x ∈ B).

Ví dụ 1.1.2. Cho A = {a, b, x, z} và B = {a, c, x, y} thì A ∪B = {a, b, c, x, y, z}.

Giao của hai tập A và B là tập hợp gồm tất cả các phần tử của A mà cũng là phần
tử của B, kí hiệu A ∩B. Vậy x ∈ A ∩B ⇐⇒ (x ∈ A và x ∈ B).

Ví dụ 1.1.3. Cho A = {a, b, x, z} và B = {a, c, x, y} thì A ∩B = {a, x}.

Hiệu của tập A và tập B là tập gồm tất cả các phần tử của A mà không thuộc B, kí
hiệu A \B. Vậy A \B ⇐⇒ (x ∈ A và x /∈ B).

Ví dụ 1.1.4. Cho A = {a, b, x, z} và B = {a, c, x, y} thì A \B = {b, z}.

Nếu A ⊂ E thì E \A được gọi là phần bù của A trong E.

Ví dụ 1.1.5. Cho A = {a, b, x, z} và E = {a, b, c, x, y, z} thì E \A = {c, y}.

Tích của tập hợp A với tập hợp B là tập hợp gồm tất cả các cặp có thứ tự (x, y) với
x ∈ A và y ∈ B, kí hiệu A×B.

Ánh xạ

Cho X và Y là hai tập hợp khác rỗng. Một ánh xạ f từ X đến Y là một quy tắc cho
tương ứng mỗi phần tử x ∈ X với một phần tử duy nhất y của Y .

Người ta thường ký hiệu ánh xạ từ X đến Y là f : X → Y , x 7→ y = f(x). Tập X gọi
là tập hợp nguồn, hay miền xác định của ánh xạ, tập Y gọi là tập hợp đích của ánh xạ.
Phần tử y được gọi là ảnh của x và phần tử x được gọi là một nghịch ảnh (hay tiền ảnh)
của y.

Cho A là tập con bất kì của X, tập hợp tất cả các ảnh của các phần tử của A qua
ánh xạ f được gọi là ảnh của A qua f , là tập f(A) = {y ∈ Y | y = f(x), x ∈ A}.
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Ảnh của miền xác định X được gọi là miền giá trị của ánh xạ f và được ký hiệu bởi
f(X) = Im(f).

Cho B là tập con bất kì của Y , ta gọi tập hợp các nghịch ảnh của các phần tử trong
B qua ánh xạ f là nghịch ảnh của B qua f và được xác định bởi

f−1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B}.

Ánh xạ f : X → Y được gọi là một đơn ánh nếu với mọi x1, x2 ∈ X,x1 6= x2 thì
f(x1) 6= f(x2), nghĩa là hai phần tử nguồn khác nhau sẽ cho hai ảnh khác nhau.

Ánh xạ f : X → Y được gọi là một toàn ánh nếu ∀y ∈ Y đều ∃x ∈ X sao cho
y = f(x). Hay nói cách khác f(X) = Y .

Ánh xạ f : X → Y được gọi là một song ánh nếu nó vừa là một đơn ánh vừa là một
toàn ánh.

Hình 1.1.2: Biểu đồ minh họa ánh xạ, đơn ánh, toàn ánh, song ánh.

Giả sử f : X → Y là một song ánh thì với bất kỳ y ∈ Y tồn tại duy nhất một phần
tử x ∈ X sao cho f(x) = y. Khi đó ánh xạ f−1 : Y → X xác định bởi f−1(y) = x ⇐⇒
wy = f(x) gọi là ánh xạ ngược của f .

1.1.2 Vài quy tắc suy luận toán học

Toán học dựa trên một số nhỏ khái niệm và tiên đề được thừa nhận rồi suy diễn ra những
điều khác theo một số nhỏ các quy tắc. Điều này khiến cho các lý luận và kết quả trong
toán học có tính chặt chẽ và chính xác cao hơn so với trong một số lĩnh vực hoạt động
khác của con người.
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Hình 1.1.3: Biểu đồ minh họa ánh xạ ngược.

Nguyên lí bài trung

Một mệnh đề toán học chỉ có một trong hai giá trị đúng hoặc sai. Vì thế toán học không
chấp nhận mâu thuẫn (vừa A vừa không A). Một mệnh đề dẫn tới một mâu thuẫn thì
mệnh đề đó là sai.

Phủ định sự tồn tại

Với hai mệnh đề A và B ta tạo thành mệnh đề mới A ∨ B, được đọc là “A hay B”, với
hàm nghĩa rằng có ít nhất một trong hai điều A hay B xảy ra. Phủ định của A ∨ B là
A ∧ B, được đọc là “không A và không B”, với hàm nghĩa rằng không có điều nào trong
A và B xảy ra cả.

Giả sử mỗi phần tử x thuộc tập D được liên kết với một mệnh đề T (x). Ta lập một
dạng mệnh đề mới ∃ ∈ D,T (x), được đọc là “có ít nhất một phần tử x thuộc D mang tính
chất T (x)”. Phủ định của ∃ ∈ D,T (x) là ∀x ∈ D,T (x), với hàm nghĩa rằng tất cả phần
tử x thuộc D đều không có tính chất T (x).

Có thể nhớ ngắn gọn quy tắc: phủ định của tồn tại là với mọi.

Phủ định sự tổng quát

Với hai mệnh đề A và B ta tạo thành mệnh đề mới A ∧B được đọc là “A và B” với hàm
nghĩa rằng cả hai điều A và B cùng xảy ra. Phủ định của A ∧ B là A ∨ B, được đọc là
“không A hay không B”, với hàm nghĩa rằng ít nhất một hai điều A hay B sẽ không xảy
ra.

Giả sử mỗi phần tử x thuộc tập D được liên kết với một mệnh đề T (x). Ta lập một
dạng mệnh đề mới ∀ ∈ D,T (x), được đọc là “tất cả phần tử x thuộc D đều mang tính
chất T (x)”. Phủ định của ∀ ∈ D,T (x) là ∃x ∈ D,T (x), với hàm nghĩa rằng có ít nhất một
phần tử x thuộc D không có tính chất T (x).

Có thể nhớ ngắn gọn quy tắc: phủ định của với mọi là tồn tại.
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Phủ định dạng nhân quả

Với hai mệnh đề A và B ta tạo mệnh đề mới A ⇒ B được đọc là “A dẫn tới B”, hay “A
suy ra B”, với hàm nghĩa là hễ có A thì phải có B. Phủ định của A ⇒ B là A ∧ B, với
hàm nghĩa là có A mà vẫn không có B.

Phép phản chứng

Lưu ý rằng mệnh đề A⇒ B không cùng tính đúng sai so với mệnh đề đảo của nó, tức là
dạng B ⇒ A.

Mệnh đề A ⇒ B có cùng nghĩa với mệnh đề phản đảo của nó, tức là dạng B ⇒ A
(nếu không có B thì cũng không có A).

Khi người ta cho giả thiết A và yêu cầu chứng minh điều B, ta có thể đi chứng minh
điều tương đương là mệnh đề phản đảo, rằng phủ định của B sẽ dẫn tới phủ định của A.
Việc này thường được tiến hành như sau. Ta có thể giả sử phản chứng rằng không có điều
B (giả sử B) rồi suy luận dẫn đến không có điều A (tức là A) vì nếu có A sẽ tạo ra mâu
thuẫn, trái với giả thiết. Vậy kết luận phải có điều B. Phép suy luận như trên được gọi là
phép phản chứng.

Phép quy nạp toán học

Trải qua quá trình thay đổi theo thời gian con người dần dần hình thành những khái niệm
số lượng để miêu tả thế giới. Tập hợp các số tự nhiên

N =
{

0, 1, 2, 3, 4, ...}

được hình thành trong quá trình đó là cơ sở của phép đếm trong đời sống.
Từ các tiên đề Peano về số tự nhiên được đưa ra vào cuối thế kỉ 19 ta có phép chứng

minh quy nạp, là cách chính xác trong toán học để tổng quát hóa từ những trường hợp
đơn lẻ.

Mệnh đề 1.1.6. Giả sử n0 là số tự nhiên nào đó và với mỗi số tự nhiên n ≥ n0 thì T (n)
là một mệnh đề với giá trị phụ thuộc giá trị của n. Nếu

(a) T (n0) là đúng,

(b) với mọi số tự nhiên k ≥ n0, nếu T (k) là đúng thì T (k + 1) là đúng,

thì T (n) là đúng với mọi số tự nhiên n ≥ n0.

1.1.3 Tập hợp các số thực

Dần dần do nhu cầu của cuộc sống tập hợp các số tự nhiên được mở rộng thành tập hợp
Z các số nguyên bao gồm các số đếm (gọi là số nguyên dương) và các số đối của số đếm
(gọi là số nguyên âm) cùng với số không 0:

Z =
{
...− 4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, ...}.

Người ta cũng thường gặp các phân số, là các cặp có thứ tự hai số nguyên, thường
được viết dưới dạng m

n . Chúng được gọi là các số hữu tỉ (nghĩa là có tỉ số). Tập hợp các
số hữu tỉ được miêu tả là

Q =
{
x |x =

m

n
;m ∈ Z, n ∈ Z \ {0}

}
.
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Có một tương ứng mỗi số hữu tỉ với một dãy các số tự nhiên từ 0 tới 10, được gọi là
biểu diễn của số này theo hệ cơ số 10, còn được gọi là dạng thập phân. Theo cách này có
những số hữu tỉ có dạng thập phân hữu hạn như 7

20 = 0,35 hoặc có dạng thập phân vô

hạn tuần hoàn như 3
7 = 0,428571428571428571428571 · · · = 0,(428571). 1 Ở đây ta hiểu

một tập là hữu hạn nếu nó có tương ứng song ánh với một tập hợp các số nguyên dương
từ 1 tới một số nguyên dương nào đó. Ngược lại thì ta nói tập là vô hạn.

Người ta coi một dãy thập phân vô hạn không tuần hoàn là một số vô tỉ (nghĩa là
không có tỉ số). Chẳng hạn như từ định lý Pythagore hơn 2500 năm trước người ta nhận
ra chiều dài của cạnh huyền của một hình tam giác vuông có cạnh góc vuông có chiều dài
1 phải có bình phương bằng 2, không thể là một số hữu tỉ, mà là một số vô tỉ.

Hội của tập hợp các số hữu tỉ và tập hợp số các vô tỉ được gọi là tập hợp các số thực
R.

Các tập hợp trên có mối quan hệ N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.
Người ta thường biểu diễn trực quan tập các số thực bằng hình vẽ một đường thẳng

được định hướng trên mặt phẳng, được gọi là trục số thực, trên đó mỗi điểm đại diện cho
một số thực.

Hình 1.1.4: Trục số thực.

Như đã nói ở đầu chương, chúng ta không đi sâu hơn nữa về các khái niệm về số thực
mà chỉ thừa nhận rằng tập hợp các số thực có những tính chất thường dùng, bao gồm các
phép toán như phép cộng và phép trừ, phép nhân và phép chia, các tính chất của chúng
như tính kết hợp, có số đối, có số nghịch đảo, tính phân phối giữa phép cộng và phép
nhân, . . . .

Tập hợp số thực có một thứ tự tương thích với thứ tự trên các số tự nhiên mà ta quen
dùng.

Cho tập A ⊂ R.

• Ta nói tập A là bị chặn trên nếu có một số thực α lớn hơn hay bằng mọi số thực
thuộc tập A, và số α được gọi là một chặn trên của tập A.

• Tập A là bị chặn dưới nếu có một số β nhỏ hơn hay bằng mọi số thuộc tập A, và
số β được gọi là một chặn dưới của A.

• Một tập được gọi là bị chặn hay giới nội nếu vừa bị chặn trên vừa bị chặn dưới.

• Nếu có phần tử α ∈ A sao cho α lớn hơn hay bằng mọi phần tử thuộc tập A, thì α
được gọi là phần tử lớn nhất của tập A, được kí hiệu là maxA.

• Nếu có phần tử β ∈ A sao cho β nhỏ hơn hay bằng mọi phần tử thuộc tập A, thì β
được gọi là phần tử nhỏ nhất của tập A, được kí hiệu là minA.

Một tính chất quan trọng của tập hợp số thực là tính đầy đủ. Tính chất này là cốt
yếu trong nhiều kết quả của môn Vi tích phân. Một dạng của tính đầy đủ của tập hợp
các số thực là tính chất sau, còn được gọi là tính liên tục, hay tính chặn trên nhỏ nhất:

1Trong tài liệu này ta dùng qui tắc kí hiệu số thập phân của Việt Nam, giống như ở nhiều nước khác
như Pháp, Nga, ở đó phần nguyên và phần thập phân được tách biệt bởi dấu phẩy “,”. Một số nước như
Anh, Mỹ thay vào đó dùng dấu chấm “.”. Do sự phổ biến của máy tính và phần mềm từ Mỹ mà dấu chấm
đang được dùng nhiều hơn, đặc biệt là khi dùng máy tính, người đọc cần chú ý tới ngữ cảnh để khỏi bị
nhầm lẫn.
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Mệnh đề 1.1.7 (Tính đầy đủ). Mọi tập con khác rỗng của R, nếu bị chặn trên thì sẽ
có chặn trên nhỏ nhất, nếu bị chặn dưới sẽ có chặn dưới lớn nhất.

Chặn trên nhỏ nhất của tập A còn được gọi là biên trên hay cận trên của A thường
được ký hiệu là supA, chặn dưới lớn nhất của A còn được gọi là biên dưới hay cận dưới
thường được ký hiệu là inf A.

Một hệ quả của tính đầy đủ là việc giữa hai số thực khác nhau bất kì luôn có ít nhất
một số hữu tỉ.

Ngày nay tập hợp các số thực là công cụ cơ bản cho các miêu tả số lượng. Tập hợp
các số thực thường được dùng để mô hình hóa thời gian và các không gian liên tục.

Môn học này chúng ta chọn dừng lại không đi vào chi tiết hơn nữa những chỗ nào cần
trực tiếp sử dụng tính đầy đủ của tập hợp các số thực. Người đọc muốn tìm hiểu thêm có
thể tham khảo những tài liệu như [Duc06], [Lan97].

1.1.4 Dãy số thực

Một dãy số là một họ các số thực được đánh chỉ số bằng tập hợp các số tự nhiên, hoặc
bằng một tập con các số tự nhiên kể từ một số nào đó trở đi. Một cách đơn giản có thể
hình dung một dãy số là một họ các số thực a1, a2, a3, . . . , an, . . . . Chính xác hơn, một
dãy số thực là một tương ứng mỗi số tự nhiên với một số thực, tức là một ánh xạ từ tập
hợp các số tự nhiên, hoặc tập hợp các số tự nhiên kể từ một số nào đó trở đi, vào tập hợp
các số thực.

Định nghĩa 1.1.8. Một dãy số là một ánh xạ f từ tập {n ∈ N |n ≥ n0} với một n0 ∈ N
vào tập R.

Nếu ta ký hiệu các giá trị f(n) bởi an = f(n), thì dãy số này được ký hiệu bởi (an)n≥n0 ,
hoặc {an}n≥n0 , hoặc ngắn gọn là (an) hoặc {an} nếu không sợ nhầm lẫn.

Tập hợp {an |n ∈ N và n ≥ n0} được gọi là tập giá trị của dãy (an)n≥n0 .
Một dãy số được gọi là bị chặn trên; hoặc bị chặn dưới; hoặc bị chặn (hay giới

nội), nếu tập giá trị của nó có các tính chất tương ứng.
Như vậy dãy số (an)n≥n0 bị chặn khi và chỉ khi có số dương M sao cho ∀n ≥ n0, |an| ≤

M .

Ví dụ 1.1.9. Công thức an =
1

n− 3
, n ≥ 4, xác định một dãy số (an)n≥4, và là dãy bị

chặn vì |an| ≤ 1, ∀n ≥ 4.
Dãy số (an)n∈Z+ định bởi an = (−1)n có miền giá trị là {−1; 1}, và là dãy bị chặn vì

|an| ≤ 1, ∀n.

Dãy số (un) được gọi là dãy tăng nếu ∀n, un ≤ un+1, được gọi là dãy giảm nếu
∀n, un ≥ un+1. Dãy tăng và dãy giảm được gọi chung là dãy đơn điệu.

Giới hạn của dãy

Giáo trình này giả sử người học đã học chương trình toán học phổ thông của Việt Nam,
nên đã gặp các khái niệm về giới hạn của dãy. Ở mục này chúng ta thảo luận lại một cách
ngắn gọn khái niệm này vì ngoài giá trị riêng nó còn giúp người học tiếp cận dễ dàng hơn
với khái niệm giới hạn của hàm số ở Chương 2. Một số thảo luận sâu hơn về dãy sẽ có ở
Chương 6.

Ta muốn thấy một dãy số thay đổi như thế nào. Trong một số trường hợp, giá trị của
dãy có “khuynh hướng gần bằng” một số cố định khi chỉ số n tăng.



8 CHƯƠNG 1. SỐ THỰC VÀ HÀM SỐ THỰC

Ví dụ 1.1.10. Dãy số (an) định bởi ∀n ∈ Z+, an = 1
n , có các các giá trị xấp xỉ gần bằng

0 khi n càng lớn.

Ngược lại, các giá trị trong dãy có thể “không gần bằng” một số nhất định nào khi chỉ
số n tăng dần.

Ví dụ 1.1.11. Xét dãy (an) định bởi an = (−1)n. Khi n càng lớn, giá trị của dãy khi thì
bằng −1, khi thì bằng 1.

Trong nhiều trường hợp ta có thể hiểu đơn giản rằng giới hạn của dãy (an) là số thực
L nếu như khi chỉ số n lớn hơn thì số hạng an gần số L hơn. Tuy nhiên điều này không
đủ tổng quát, như ví dụ sau chỉ ra.

Ví dụ 1.1.12. Xét dãy số (an)n≥1 định bởi

an =

{
1

n+2 , n chẳn,
1
n , n lẻ.

Ta thấy an có khuynh hướng gần tới 0, tuy nhiên quá trình này không diễn ra một cách
đơn điệu, chẳng hạn a3 = 1

3 , a4 = 1
6 , a5 = 1

5 , . . . .

Khái niệm giới hạn tổng quát là như sau: Giới hạn của dãy (an) là số thực L nếu như
ta có thể chắc chắn sai khác giữa số hạng an và số L không vượt quá một số cho trước
bất kì miễn là ta đảm bảo chỉ số n đủ lớn. Nói hơi khác đi, an tiến về L nếu an gần L tùy
ý miễn n đủ lớn.

Định nghĩa 1.1.13. Một dãy số (an) được gọi là hội tụ (hay tiến về) một số thực L
khi độ lớn sai số |an−L| nhỏ một cách tùy ý, miễn là giá trị n đủ lớn. Dưới dạng kí hiệu:

∀ε > 0,∃p ∈ N, ∀n ≥ p, |an − L| < ε. (1.1.1)

Khi đó ta viết là limn→∞ an = L, hoặc vắn tắt là lim an = L nếu không có nhầm lẫn, hoặc
an → L khi n→∞. Số L được gọi là giới hạn của dãy (an).

Nếu không tồn tại số thực L nào thỏa 1.1.1 thì ta nói dãy (an) là phân kỳ.

Ví dụ 1.1.14. Tìm limn→∞
1
n .

Ta có thể dự đoán kết quả là 0. Thực vậy, cho ε > 0 bất kì, ta có∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ < ε ⇐⇒ n >

1

ε
.

Như vậy chỉ cần lấy số p trong định nghĩa lớn hơn 1
ε , chẳng hạn p = b1

ε c+ 1. Vậy

lim
n→∞

1

n
= 0.

Ví dụ 1.1.15. Xét dãy số (an) định bởi an = n
n+1 . Theo Định nghĩa 1.1.13, ta chứng

minh limn→∞ an = 1 như sau: độ lớn sai số giữa an và 1 là

|an − 1| =
∣∣∣ n

n+ 1
− 1
∣∣∣ =

1

n+ 1
.

Với số ε > 0 tùy ý, ta có thể làm sai số |an − 1| bé hơn ε, miễn là lấy n sao cho n+ 1 > 1
ε

hay n ≥ 1
ε . Trong hình thức của (1.1.1), ta có thể chọn p là một số tự nhiên cố định và

lớn hơn 1
ε .

Trong khái niệm phân kỳ, ta có sự phân kỳ đặc biệt sau đây
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Định nghĩa 1.1.16. Dãy số (an) được gọi là phân kỳ ra dương vô cực, hay tiến về
dương vô cực, nếu giá trị an có thể lớn một cách tùy ý, miễn là n đủ lớn. Hình thức kí
hiệu là

∀M ∈ R, ∃p ∈ N,∀n ≥ p, an > M. (1.1.2)

Khi đó ta viết limn→∞ an =∞, hoặc an →∞ khi n→∞, và nói là “giới hạn của an khi
n tiến ra vô cùng là vô cùng”.

Dãy số (an) được gọi là phân kỳ ra âm vô cực, hay tiến về âm vô cực, nếu giá trị
an có thể nhỏ hơn bất cứ số nào, miễn là n đủ lớn:

∀M ∈ R, ∃p ∈ N, ∀n ≥ p, an < M. (1.1.3)

Khi đó ta viết lim
n→∞

an = −∞, hoặc an → −∞ khi n→∞.

Ví dụ 1.1.17.
lim
n→∞

n2 =∞.

Thực vậy, cho M ∈ R bất kì, ta có

n2 > M ⇐⇒ n >
√
M.

Như vậy lấy p =
√
M trong định nghĩa ta được kết luận.

Ghi chú 1.1.18. Các khái niệm “vô cùng”, “vô cực”, “vô hạn”, và các kí hiệu ∞ và −∞
không phải là các số thực. Chúng được dùng để miêu tả những quá trình giới hạn.

Vài kết quả về dãy hội tụ

Từ định nghĩa sự hội tụ ta có thể thu được các tính chất căn bản trên dãy:

Định lý 1.1.19 (Sự bảo toàn phép toán qua giới hạn). Giả sử (an)n và (bn)n là các
dãy hội tụ. Ta có:

(a) (an + bn)n là một dãy hội tụ và lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

(b) (an − bn)n là một dãy hội tụ và lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn

(c) (anbn)n là một dãy hội tụ và lim
n→∞

(anbn) =
(

lim
n→∞

an
)(

lim
n→∞

bn
)

(d) Nếu ∀n, bn 6= 0 và lim
n→∞

bn 6= 0 thì
(an
bn

)
n
là một dãy hội tụ và lim

n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
.

Vậy tổng, hiệu, tích, thương của các dãy hội tụ là hội tụ, và giới hạn là thu được bằng
các phép toán tương ứng trên các giới hạn.

Chứng minh. Đặt a = limn→∞ an và b = limn→∞ bn.
(a) Mặc dù chứng minh chính xác có hơi phức tạp hơn, nhưng chúng ta có thể thấy

limn→∞(an + bn) = a+ b rõ ràng từ tính chất

|(an + bn)− (a+ b)| ≤ |an − a|+ |bn − b| .

Chính xác hơn như sau. Cho ε > 0 ta có số N1 sao cho khi n ≥ N1 thì |an − a| < ε/2, và
có số N2 sao cho khi n ≥ N2 thì |bn − b| < ε/2. Vậy có số N = max{N1, N2} sao cho khi
n ≥ N thì

|(an + bn)− (a+ b)| ≤ |an − a|+ |bn − b| < ε/2 + ε/2 = ε.
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Theo định nghĩa thì điều này thể hiện rằng an + bn hội tụ về a+ b.
(b) Tương tự, tính chất này đến từ tính chất của các số thực:

|(an − bn)− (a− b)| ≤ |an − a|+ |bn − b| .

(c) Tính chất này đến từ tính chất của các số thực:

|anbn − ab| = |(an − a)bn + a(bn − b)| ≤ |an − a| |bn|+ |a| |bn − b| .

Cụ thể hơn, cho ε1 > 0, có số nguyên N sao cho khi n ≥ N thì |an−a| < ε1 và |bn−b| < ε1.
Khi đó

|anbn − ab| = |(an − a)bn + a(bn − b)| ≤ |an − a| |bn|+ |a| |bn − b|
≤ |an − a| (|bn − b|+ |b|) + |a| |bn − b|
< ε1(ε1 + |b|) + |a| ε1 = ε1(ε1 + |a|+ |b|).

Bây giờ, cho trước ε > 0, ta có thể chọn ε1 > 0 sao cho ε1(ε1 + |a| + |b|) < ε, chẳng hạn
chọn ε1 < 1 và ε1 < ε/(1 + |a|+ |b|), thì |anbn − ab| < ε.

Các bước trung gian như trên về sau khi đã thông thạo hơn ta có thể bỏ qua không
trình bày nữa.

(d) Do câu (c) ta chỉ cần tìm giới hạn của 1
bn
. Ta có∣∣∣∣ 1

bn
− 1

b

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣bn − bbnb

∣∣∣∣ .
Ta dùng bất đẳng thức tam giác (Bài tập 1.1.13) |bn| ≥ ||bn − b| − |b||. Cho ε1 > 0, với n
đủ lớn ta có |bn − b| < ε1, do đó∣∣∣∣ 1

bn
− 1

b

∣∣∣∣ =
|bn − b|
|bn||b|

≤ ε1
|b|||b| − ε1|

.

Cho trước ε > 0, chọn ε1 > 0 sao cho ε1 < |b|/2 và ε1 < εb2/2 thì

ε1
|b|||b| − ε1|

<
ε1

|b| |b|2
< ε.

Ta được điều cần chứng minh.

Định lý 1.1.20 (Sự bảo toàn thứ tự qua giới hạn). Nếu có n0 ∈ N sao cho ∀n ≥
n0, an ≤ bn, thì lim

n→∞
an ≤ lim

n→∞
bn.

Chứng minh. Giả sử a > b. Đặt ε = a−b
2 > 0. Vì an hội tụ về a nên với n đủ lớn thì phải

có −ε < an − a, tức là an > a − ε = a+b
2 . Vì bn hội tụ về b nên với n đủ lớn thì phải

có bn − b < ε, tức là bn < b + ε = a+b
2 . Điều này mâu thuẫn với giả thiết an ≤ bn. Vậy

a ≤ b.

Ta lập tức thu được một hệ quả thường dùng:

Định lý 1.1.21 (Định lý kẹp). Nếu có n0 ∈ N sao cho ∀n ≥ n0, an ≤ bn ≤ cn, và
lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = L, thì lim
n→∞

bn = L.
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Ví dụ 1.1.22. Tìm limn→∞
1

n2+1
.

Ta có đánh giá

0 <
1

n2 + 1
<

1

n2
,

với
lim
n→∞

1

n2
= lim

n→∞

1

n
· 1

n
=
(

lim
n→∞

1

n

)
·
(

lim
n→∞

1

n

)
= 0 · 0 = 0.

Vậy theo định lý kẹp thì

lim
n→∞

1

n2 + 1
= 0.

Bài tập

1.1.1. Cho A, B, C là ba tập hợp thỏa A ⊂ B và B ⊂ C. Chứng tỏ A ⊂ C.

1.1.2. Viết mệnh đề sau ở dạng kí hiệu và tìm mệnh đề phủ định của nó: Có một số thực dương
M sao cho với mọi phần tử x của tập A thì x ≤M .

1.1.3. Khi nào thì một ánh xạ không là đơn ánh? không là toàn ánh? không là song ánh?

1.1.4. Một hàm f : R→ R là tăng nếu với hai số thực x, y bất kì thì x ≤ y dẫn tới f(x) ≤ f(y).
Hàm như thế nào thì không tăng?

1.1.5. Cho f : R→ R, f(x) = x3. Hàm này có phải là một song ánh hay không?

1.1.6. Hãy kiểm tra tính đúng đắn của các công thức:

(a) 1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+1)
2 , n ∈ Z+.

(b) 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 , n ∈ Z+.

(c) 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = n2(n+1)2

4 , n ∈ Z+.

1.1.7. (a) Cho số tự nhiên m. Chứng minh rằng nếu m2 chẵn thì m cũng là số chẵn.

(b) Chứng minh rằng nếu một số chính phương (số là bình phương của một số nguyên) là chẵn
thì số chính phương đó chia hết cho 4.

1.1.8. Chứng minh rằng không tồn tại phân số dạng
m

n
, với m và n là số tự nhiên (n 6= 0), thỏa(m

n

)2
= 2. Như vậy không có số hữu tỉ x nào sao cho x2 = 2.

1.1.9. Cho α > −1 và n là số tự nhiên tùy ý lớn hơn 1. Dùng phép qui nạp, hãy chứng minh bất
đẳng thức Bernouli: (1 + α)n > 1 + nα.

1.1.10. Cho số thực c 6= 1 và số nguyên dương n. Hãy kiểm công thức:

1 + c+ c2 + c3 + · · ·+ cn =
1− cn

1− c
.

1.1.11 (Nhị thức Newton). Cho hai số thực a, b và số nguyên dương n. Hãy kiểm công thức:

(a+ b)n =

n∑
i=0

Cina
ibn−i,

với Cin = n!
i!(n−i)! .

1.1.12. Chứng tỏ hai mệnh đề sau là tương đương: mệnh đề 1 là “∀ε > 0, a < ε”, mệnh đề 2 là
“∀ε > 0, a ≤ ε

2
”.

1.1.13. Chứng minh các bất đẳng thức sau đây (bất đẳng thức tam giác)

(a) |x+ y| ≤ |x|+ |y| (b) |x| − |y| ≤ |x− y| (c) ||x| − |y|| ≤ |x− y|.

1.1.14. Tìm giới hạn:
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(a) lim
n→∞

2n− 1

3n+ 2

(b) lim
n→∞

−2n+ 1

3n2 + 2n− 4

(c) lim
n→∞

3n2 − 2n+ 1

5n− 3

(d) lim
n→∞

3n2 − 2n− 1

(e) lim
n→∞

−5n2 + 2n+ 3

(f) lim
n→∞

−n3 + 4n2 + 1

(g) lim
n→∞

1

n!

1.1.15. Chứng tỏ giới hạn của một dãy nếu có là duy nhất. Nói cách khác, một dãy số không thể
hội tụ về hai giới hạn khác nhau.

1.2 Hàm số

Các ánh xạ từ một tập con của tập hợp các số thực vào tập hợp các số thực thường được
gọi là các hàm số, hay đầy đủ hơn là hàm số thực với biến số thực.

1.2.1 Hàm số sơ cấp

Hàm lượng giác

Người đọc đã học môn Lượng giác trong chương trình trung học. Tài liệu này giả sử các
tính chất của các hàm lượng giác đã quen thuộc với người đọc.

Môn Lượng giác (nghĩa đen: đo góc) ra đời sau môn hình học Euclid vài trăm năm,
nhưng trước môn Vi tích phân hàng trăm năm. Môn Vi tích phân như chúng ta trình bày
ở đây dựa trên hệ thống suy diễn từ tập hợp các số thực, chỉ mới được phát triển từ thế
kỉ 19. Vì vậy chúng ta không ngạc nhiên khi một số kết quả trong Lượng giác hay Hình
học mà ta đã biết ở trung học (mà ta đã học theo cách chúng được phát triển trong lịch
sử) là chưa tương thích, tức là chưa nằm trong cùng hệ suy diễn, với môn Vi tích phân.
Chẳng hạn khái niệm “góc” giữa hai “đường thẳng” mà ta dùng trong hình học và lượng
giác chưa được định nghĩa từ tập hợp số thực. Về sau người ta có thể đưa hàm lượng giác
vào khuôn khổ của vi tích phân, chẳng hạn bằng cách dùng tích phân, hoặc dùng chuỗi,
tuy nhiên việc này khá phức tạp, chưa thích hợp cho phần mở đầu môn học này. Người
đọc quan tâm về sau có thể tham khảo những tài liệu như [Apo67], [Spi94], [Rud76].

Môn Vi tích phân quan tâm các hàm lượng giác chủ yếu để sử dụng các tính chất đặc
biệt của chúng. Dưới đây ta tóm tắt một số tính chất của hàm lượng giác mà ta thừa nhận
và thường dùng.

• sin và cos là hàm số xác định trên R, có giá trị trên [−1, 1].

• sin và cos là hàm tuần hoàn có chu kì là 2π. (Số thực π đã quen thuộc, nhưng trong
giáo trình này ta chưa đưa ra định nghĩa cho nó.)

• cos(0) = 1, cos(π2 ) = 0 sin(π2 ) = 1.

• cos(x− y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y).

• cos2(x) + sin2(x) = 1.

• Với x ∈ (0, π2 ) thì cos là hàm giảm, sin là hàm tăng.

• tan = sin
cos , cot = 1

tan .

• Với x ∈ (0, π2 ) thì sinx < x < tanx.
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f

Hình 1.2.1: Minh họa hình học của tính chất sinx < x < tanx với x ∈ (0, π2 ). Diện tích
tam giác OAB là 1

2 cosx, nhỏ hơn diện tích góc OAB của hình tròn đơn vị là 1
2x, nhỏ

hơn diện tích của tam giác OAC là 1
2 tanx.

Từ các tính chất trên ta có thể suy ra nhiều tính chất khác, trong đó có sự tồn tại của
các hàm lượng giác ngược.

• Trên [0, π] thì hàm cos là một song ánh lên [−1, 1] và có hàm ngược là hàm arccos.

• Trên [−π
2 ,

π
2 ] thì hàm sin là một song ánh lên [−1, 1] và có hàm ngược là hàm arcsin.

• Trên (−π
2 ,

π
2 ) thì hàm tan là một song ánh lên R và có hàm ngược là hàm arctan.

Hàm lũy thừa và hàm mũ

Với x là một số thực khác 0, nếu n là một số nguyên dương thì xn là tích của n số x. Nếu
n là một số nguyên âm thì ta định nghĩa xn là số thực 1

x−n . Ta định nghĩa x0 = 1.
Nếu x > 0 và n là một số nguyên dương thì có duy nhất một số thực không âm a sao

cho an = x. Có thể chứng tỏ điều này bằng cách dùng tính đầy đủ của tập hợp số thực.
Số a được gọi là căn bậc n của x, kí hiệu là n

√
x hay x

1
n .

Nếu x > 0 và m ∈ Z và n ∈ Z+ thì x
m
n được định nghĩa là n

√
xm.

Như vậy khi x > 0 và r ∈ Q thì xr đã được định nghĩa. Khi r ∈ R thì định nghĩa cần
thông qua quá trình giới hạn, từ việc xấp xỉ số thực bởi số hữu tỉ. Cũng như đối với hàm
lượng giác, chi tiết của việc xây dựng phức tạp hơn mức độ của môn học này. Chúng ta
chấp nhận là hàm lũy thừa và hàm mũ có thể được xây dựng thỏa mãn những tính chất
như đã biết ở trung học.

Ví dụ 1.2.1. Hằng số e là một số thực thường gặp. Đó là một số vô tỉ, có giá trị gần
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bằng 2,71828. 2 Nó có thể được định nghĩa là

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
.

Hàm mũ y = ex là một hàm tăng có tập giá trị là (0,∞). Hàm ngược của hàm này
được gọi là hàm lô-ga-rít tự nhiên, kí hiệu là ln. 3 Vậy y = ex ⇐⇒ x = ln y.

Cho trước hai hàm số f và g sao cho tập giá trị của g nằm trong tập xác định của f ,
thì hàm hợp f ◦ g được định nghĩa bởi

(f ◦ g)(x) = f(g(x)).

Tổng, hiệu, tích, thương, hàm hợp của các hàm lũy thừa, hàm mũ, hàm log, hàm lượng
giác, hàm lượng giác ngược được gọi là các hàm số sơ cấp. Trong các hàm sơ cấp cho
các hàm thường gặp như hàm đa thức, hàm phân thức (thương của hai đa thức), hàm căn
thức.

1.2.2 Đồ thị. Đường thẳng

Cho hàm số f : D ⊂ R → R. Đồ thị của hàm f là tập hợp tất cả các điểm (x, y) trong
mặt phẳng R2 với x ∈ D và y = f(x).

Một đường thẳng trong R2 là đồ thị của một hàm số có dạng y = ax+ b hoặc x = c
với a, b, c là các hằng số thực. Số a được gọi là hệ số góc hay độ nghiêng hay độ dốc
của đường thẳng. Chú ý là khái niệm hệ số góc không được định nghĩa cho đường thẳng
đứng x = c.

Các hàm có dạng y = ax+ b vì thế được gọi là các hàm số tuyến tính. 4

Xét (x0, y0) và (x1, y1) là hai điểm bất kỳ trên đường thẳng không thẳng đứng l. Vì
y0 = ax0 + b và y1 = ax1 + b nên hệ số góc của đường thẳng nối hai điểm này là

a =
y1 − y0

x1 − x0
.

Điều này chỉ ra rằng hệ số góc của l không phụ thuộc vào việc lựa chọn hai điểm trên l.

Ví dụ 1.2.2. Hệ số góc của đường thẳng nối hai điểm (4, 6) và (0, 7) là 7−6
0−4 = −1

4 .

Hai đường thẳng được gọi là song song nếu chúng khác nhau nhưng có cùng một hệ
số góc hoặc cùng thẳng đứng.

Ví dụ 1.2.3. Nhiệt độ theo đơn vị Celsius x và nhiệt độ theo đơn vị Fahrenheit y có quan
hệ tuyến tính với nhau, đó là 0◦ Celsius hay 32◦ Fahrenheit là nhiệt độ đông của nước và
100◦ Celsius hay 212◦ Fahrenheit là nhiệt độ sôi của nước. Để tìm phương trình biểu diễn
mối liên hệ của độ Celsius và độ Fahrenheit, chúng ta tìm phương trình của đường thẳng
đi qua hai điểm (0, 32) và (100, 212). Hệ số góc của đường thẳng này là

m =
212− 100

32− 0
=

9

5
.

Điều này có nghĩa là khi nhiệt độ Celsius tăng 1◦ thì nhiệt độ Fahrenheit tăng 9/5◦. Vậy

y − 32

x− 0
=

9

5
hay y =

9

5
x+ 32.

2Kí hiệu e có lẽ chỉ Euler (một trong những người đầu tiên sử dụng nó), hoặc exponent (mũ), và còn
được gọi là hằng số Napier (tên Napier còn được viết là Néper).

3trong tiếng Anh là natural logarithm
4Thuật ngữ hàm số tuyến tính trong môn Vi tích phân hơi khác với trong môn Đại số tuyến tính. Trong

Đại số tuyến tính thì chỉ có hàm y = ax mới tuyến tính.
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Hình 1.2.2: Hệ số góc của đường thẳng không phụ thuộc vào cách chọn hai điểm để tính.

Bài tập

1.2.1. Tìm công thức cho hàm số tuyến tính có đồ thị với tính chất:

(a) có hệ số góc là 2 và giao với trục Oy tại (0, 3)

(b) có hệ số góc là −3 và giao với trục Oy tại (0, 0)

(c) có hệ số góc là 4 và đi qua điểm (1, 1)

(d) có hệ số góc là −2 và đi qua điểm (2,−2)

(e) đi qua các điểm (2, 3) và (4, 5)

(f) đi qua các điểm (2,−4) và (0, 3).

1.2.2. Hãy viết phương trình cho các đường thẳng và vẽ đường thẳng khi biết đường thẳng này:

(a) có hệ số góc là −1, có giao điểm với trục Oy là (0,−2)

(b) có hệ số góc là −1, đi qua điểm (−4,−4)

(c) đi qua hai điểm (0, 8) và (8, 0).



Chương 2
Hàm số liên tục

2.1 Giới hạn của hàm số

2.1.1 Tiếp tuyến. Vận tốc. Tỉ lệ thay đổi

Các vấn đề về hàm số, giới hạn hàm số, hàm số liên tục đã được giới thiệu trong bậc trung
học phổ thông. Trong giáo trình này, chúng ta sẽ tìm hiểu các định nghĩa, định lý chính
xác cho các vấn đề trên.

Trước khi đi vào định nghĩa chính xác cho giới hạn hàm số chúng ta xem xét các bài
toán tiếp tuyến và bài toán vận tốc.

Bài toán tiếp tuyến

Đối với đường tròn thì có thể coi tiếp tuyến là đường thẳng giao với đường tròn đúng một
điểm, như trong Hình 2.1.1 (a). Đối với các đường cong phức tạp hơn thì cách tiếp cận
trên không phù hợp. Hình 2.1.1 (b) chỉ ra hai đường thẳng l và t qua điểm P trên đường
cong C. Đường l giao với C đúng một điểm nhưng nhìn hình thì không có vẻ gì là tiếp
xúc. Đường thẳng t có vẻ tiếp xúc với C nhưng cắt C tại hai điểm.

Hình 2.1.1

Như vậy khái niệm “tiếp tuyến” tuy quen thuộc và dễ hình dung trong một số trường
hợp, lại chưa được xây dựng rõ ràng một cách tổng quát.

Dưới đây ta xét một ví dụ để tìm hiểu khái niệm này.

16
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Ví dụ 2.1.1. Tìm phương trình đường tiếp tuyến cho parabol y = x2 tại điểm P (1, 1).
Ta sẽ phải tìm hệ số góc m của đường tiếp tuyến. Ta tìm một xấp xỉ của m bằng cách

chọn điểm Q(x, x2) trên parabol gần điểm P và tính hệ số góc của đường thẳng cát tuyến
PQ là

mPQ =
x2 − 1

x− 1
.

Hình 2.1.2

Từ hình vẽ ta thấy khi Q càng gần P , x càng gần 1 thì hệ số góc càng gần 2. Ta cũng
thấy điều này từ tính toán số lượng trong bảng dưới đây:

x mPQ x mPQ

2 3 0 1
1,5 2,5 0,5 1,5
1,1 2,1 0,9 1,9
1,01 2,01 0,99 1,99
1,001 2,001 0,999 1,999

Bây giờ ta có thể đoán rằng hệ số góc của tiếp tuyến tại P là 2, là “giới hạn” của hệ
số góc của đường cát tuyến PQ khi Q tiến về P .

Nếu hệ số góc của tiếp tuyến đúng thực là 2 thì phương trình đường thẳng có hệ số
góc bằng 2 đi qua điểm (1, 1) như sau

y − 1 = 2(x− 1) hay là y = 2x− 1.

Như vậy ý then chốt là: tiếp tuyến tại P chính là “giới hạn” của cát tuyến PQ khi “P
tiến về Q”. Xem minh họa ở Hình 2.1.3

Bài toán vận tốc

Khi ta di chuyển, vận tốc của ta thay đổi. Vận tốc vốn được hiểu là tỉ số giữa chiều dài
quãng đường đi được với khoảng thời gian được dùng để đi. Nhưng đó là tốc độ trung
bình. Nếu ngồi trên một chiếc xe, nhìn bảng đo vận tốc của xe ta sẽ thấy nó liên tục thay
đổi, mỗi khi ta nhìn đồng hồ đo vận tốc thì thấy có vận tốc nhất định. Đây chính là vận
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Hình 2.1.3: Tiếp tuyến tại P là giới hạn của cát tuyến PQ khi Q tiến về P từ bên phải
(ảnh phía trên) và từ bên trái (ảnh phía dưới).

tốc tức thời, một khái niệm phổ biến trong đời sống. Nhưng vận tốc tức thời đó được
hiểu chính xác như thế nào?

Ví dụ 2.1.2. Giả sử một quả bóng được thả rơi từ một vị trí cách mặt đất 450 mét. Gọi
s(t) là quãng đường bóng rơi sau t giây, giả sử

s(t) =
1

2
9,8t2,

với 9,8 m/s2 là hằng số trọng trường. Tìm vận tốc của quả bóng sau 5 giây.
Ta có thể xấp xỉ vận tốc tức thời này cần tính bằng cách tính vận tốc trung bình trên

một khoảng thời gian cụ thể từ 5 đến 5,1 giây:

vận tốc trung bình =
khoảng cách đi được

lượng thời gian trôi qua
=
s(5,1)− s(5)

0,1
= 49,49 m/s.

Bảng dưới cho ta tính toán vận tốc trung bình trên khoảng thời gian nhỏ dần:

Khoảng thời gian Vận tốc trung bình
5 ≤ t ≤ 6 53.9

5 ≤ t ≤ 5,1 49,49
5 ≤ t ≤ 5,05 49,245
5 ≤ t ≤ 5,01 49,049
5 ≤ t ≤ 5,001 49,0049

Ta thấy khi khoảng thời gian ngắn đi thì vận tốc trung bình tiến gần hơn đến 49 m/s.
Vậy vận tốc tức thời vào thời điểm 5 giây sau khi bắt đầu chuyển động là 49 m/s.

Như vậy “vận tốc tức thời” tại thời điểm t chính là “giới hạn” của vận tốc trung bình
trên khoảng thời gian từ t tới t′ khi t′ “tiến về” t.
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Tỉ lệ thay đổi

Cả hai bài toán tìm hệ số góc của tiếp tuyến và tìm vận tốc tức thời đều đưa về một bài
toán chung: Tìm “giới hạn” của đại lượng

f(x)− f(a)

x− a
khi x “tiến về” a. Số thực này đo tỉ lệ lượng thay đổi của một đại lượng (f(x)) so với lượng
thay đổi của một đại lượng mà nó phụ thuộc vào (x) tại giá trị nhất định của đại lượng
đó (a). Nó cho ta một số đo phản ánh đại lượng f(x) thay đổi như thế nào khi x thay
đổi. Đây là một đại lượng then chốt khi ta khảo sát các hiện tượng trong thế giới, là đề
tài và công cụ chủ yếu của phép tính vi tích phân, được gọi là đạo hàm mà ta sẽ tìm hiểu
chi tiết ở chương tiếp theo. Chúng ta thấy rằng để xây dựng khái niệm này cần xây dựng
khái niệm “giới hạn” trước. Ta làm điều này trong chương này.

2.1.2 Giới hạn của hàm số

Giả sử hàm số f(x) xác định khi x gần số a nhưng có thể trừ ra a. Khi đó ta viết

lim
x→a

f(x) = L

và nói “giới hạn của hàm số f(x) khi x tiến gần lại a là L” nếu f(x) gần L tùy ý miễn x
đủ gần a nhưng không bằng a.

Trong nhiều trường hợp khái niệm giới hạn có thể được diễn tả đơn giản hơn: khi x
càng gần tới a thì f(x) càng gần tới L.

Ví dụ 2.1.3. Cho f là một hàm hằng, nghĩa là có một số thực c sao cho f(x) = c với
mọi x ∈ R. Rõ ràng, với mọi a ∈ R, khi x gần tới a thì f(x) gần, thực ra luôn bằng, c.
Vậy limx→a f(x) = c, hay ngắn gọn hơn:

lim
x→a

c = c.

Ví dụ 2.1.4. Cho f(x) = x với mọi x ∈ R. Rõ ràng, với mọi a ∈ R, khi x gần tới a thì
f(x) = x cũng gần tới a. Vậy

lim
x→a

x = a.

Chú ý giả thiết x 6= a trong khái niệm giới hạn. Mục đích của điều này là để cho phép
ta xét những giới hạn tại những điểm mà hàm không được xác định, như trong ví dụ dưới
đây.

Ví dụ 2.1.5. Xét

lim
x→1

x− 1

x2 − 1
.

Khi x gần 1 nhưng khác 1 ta có
x− 1

x2 − 1
=

1

x+ 1
,

mặc dù hai vế không bằng nhau khi x = 1. Do đó

lim
x→1

x− 1

x2 − 1
= lim

x→1

1

x+ 1
.

Có thể dự đoán giá trị của giới hạn này là 1
2 , xem Hình 2.1.4.

Như vậy khi tìm giới hạn của f(x) khi x tiến đến a ta không cần xét và sẽ không xét
x = a. Hàm f thậm chí không cần được xác định tại x = a. Giới hạn tại a không phụ
thuộc vào f như thế nào tại a, chỉ phụ thuộc việc f như thế nào gần a mà thôi. Xem Hình
2.1.5.
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Hình 2.1.4

Hình 2.1.5: limx→a f(x) = L trong cả ba trường hợp.

Định nghĩa chính xác của giới hạn

Ở mục này khái niệm giới hạn được chính xác hóa và được viết ở dạng kí hiệu, tương tự
như cách viết khái niệm giới hạn của dãy ở Định nghĩa 1.1.13. Tuy có vẻ hơi trừu tượng
và hơi phức tạp, nhưng cách viết này chỉ là thể hiện lượng hóa khái niệm giới hạn ở trên,
và giúp chúng ta chứng minh được chặt chẽ các tính chất căn bản của giới hạn.

Điểm a ∈ D được gọi là một điểm tụ hay điểm giới hạn của D nếu mọi khoảng
mở của R chứa a đều chứa một điểm của D khác a. Không khó thấy điều này đồng nghĩa
với việc có một dãy các phần tử của D khác a mà hội tụ về a. Chú ý một điểm tụ a của
tập D không nhất thiết phải thuộc D, nhưng luôn có phần tử của D không phải là a mà
gần a tùy ý. Ngược lại không nhất thiết mọi điểm của D là một điểm tụ của D.

Ví dụ 2.1.6. Điểm 0 là một điểm tụ của tập R \ {0}. Điểm 0 không phải là một điểm tụ
của tập {0} ∪ (1,∞).

Định nghĩa 2.1.7. Cho f là một hàm số được xác định trên tập D và a là một điểm tụ
của D. Ta nói giới hạn của f(x) khi x tiến đến a là L, viết là

lim
x→a

f(x) = L

nếu với mọi ε > 0 có một số δ > 0 sao cho với mọi x ∈ D nếu 0 < |x − a| < δ thì
|f(x)− L| < ε. Hoàn toàn bằng kí hiệu:

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ D, 0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε

hay
∀ε > 0, ∃δ > 0,∀x ∈ D ∩ ((a− δ, a+ δ) \ {a}), f(x) ∈ (L− ε, L+ ε).
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Hình 2.1.6: Hàm số f .

Hình 2.1.7: Giới hạn của hàm số f .

Định nghĩa này còn gọi là “định nghĩa ε− δ”. Sau đây là một số ví dụ để minh họa.

Ví dụ 2.1.8. Kiểm rằng lim
x→2

(2x− 1) = 3.

Bước 1: Phân tích để dự đoán δ. Cho trước ε > 0, ta muốn tìm δ > 0 sao cho nếu
|x − 2| < δ thì |(2x − 1) − 3| < ε. Vì |(2x − 1) − 3| = |2x − 4| = 2|x − 2| nên nếu
|(2x− 1)− 3| < δ thì 2|x− 2| < 2δ. Từ đây ta dự đoán δ = ε/2.

Bước 2: Chứng minh. Cho trước một ε > 0, chọn δ = ε/2. Nếu 0 < |x− 2| < δ thì

|(2x− 1)− 3| = 2|x− 2| < 2δ = ε.

Vậy
lim
x→2

(2x− 1) = 3.

Ví dụ 2.1.9. Kiểm rằng lim
x→2

x2 = 4.

Bước 1: Dự đoán số δ. Cho trước ε > 0, ta tìm số δ > 0 sao cho nếu 0 < |x− 2| < δ thì
|x2 − 4| < ε. Ta có |x2 − 4| = |(x− 2)(x+ 2)|. Ta quan tâm đến những x gần 2 nên ta có
thể giả sử x cách 2 không quá 1, nghĩa là |x− 2| < 1, hay 1 < x < 3, do đó 3 < x+ 2 < 5.
Khi đó

|x2 − 4| = |(x− 2)(x+ 2)| < 5|x− 2| < 5δ.

Để chắc chắn rằng bất đẳng thức trên được thoả mãn ta có thể lấy δ là số nhỏ hơn trong
hai số 1 và ε/5 tức là δ = min{1, ε/5}.

Bước 2: Chứng minh. Cho ε > 0, chọn δ = min{1, ε/5}. Nếu 0 < |x − 2| < δ, thì
|x− 2| < 1 do đó |x+ 2| < 5, và |x− 2| < ε/5, nên

|x2 − 4| = |(x− 2)(x+ 2)| < (ε/5)5 = ε.

Vậy
lim
x→2

x2 = 4.

Khi đã thông thạo hơn lí luận này thì người ta thường chỉ cần viết ra Bước 1 ở trên
chứ không cần viết ra Bước 2 nữa.
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Ta thấy việc dùng định nghĩa để tìm giới hạn của một hàm số tương đối khó. Từ định
nghĩa chúng ta sẽ phát triển những tính chất và công thức ở mục tiếp theo, nhờ đó làm
việc với giới hạn sẽ dễ dàng hơn.

Yêu cầu rằng điểm tại đó ta xét giới hạn phải là một điểm tụ của miền xác định giúp
đảm bảo giới hạn nếu tồn tại là duy nhất.

Mệnh đề 2.1.10. Giới hạn nếu tồn tại là duy nhất.

Chứng minh. Giả sử f : D → R và a là một điểm tụ của D. Giả sử limx→a f(x) = L1

và limx→a f(x) = L2. Cho ε > 0, có δ1 > 0 sao cho khi x ∈ D và 0 < |x − a| < δ1 thì
|f(x) − L1| < ε, và có δ2 > 0 sao cho khi x ∈ D và 0 < |x − a| < δ2 thì |f(x) − L2| < ε.
Lấy δ = min{δ1, δ2}. Vì a là một điểm tụ của D nên có x ∈ D sao cho 0 < |x − a| < δ.
Với x này thì ta có

|L1 − L2| ≤ |f(x)− L1|+ |f(x)− L2| < 2ε.

Điều này đúng với mọi số dương ε, nên bắt buộc L1 = L2.

2.1.3 Một số tính chất căn bản của giới hạn

Sau đây ta có các tính chất số học căn bản cho giới hạn của hàm số, tương tự các kết quả
cho dãy ở Định lý 1.1.19, và có thể được chứng minh một cách tương tự.

Định lý 2.1.11. Giả sử các giới hạn lim
x→a

f(x) và lim
x→a

g(x) tồn tại. Khi đó các giới hạn ở

vế trái của các đẳng thức dưới đây tồn tại và bằng vế phải:

(a) lim
x→a

[f(x) + g(x)] = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x).

(b) lim
x→a

[f(x)− g(x)] = lim
x→a

f(x)− lim
x→a

g(x).

(c) lim
x→a

[f(x) · g(x)] = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x).

(d) lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)
nếu lim

x→a
g(x) 6= 0.

Chứng minh. Có thể chứng minh mệnh đề này giống như chứng minh mệnh đề tương ứng
cho giới hạn của dãy ở Định lý 1.1.19. Để minh họa dưới đây là chi tiết cho tính chất (a).

Đặt limx→a f(x) = M và limx→a g(x) = N . Cho ε > 0, có δ1 > 0 sao cho khi x ∈ D và
0 < |x− a| < δ1 thì |f(x)−M | < ε/2, và có δ2 > 0 sao cho khi x ∈ D và 0 < |x− a| < δ2

thì |g(x)−N | < ε/2. Lấy δ = min{δ1, δ2}. Với mọi x ∈ D sao cho 0 < |x− a| < δ thì ta có

|(f(x) + g(x))− (M +N)| ≤ |f(x)−M |+ |g(x)−N | < ε/2 + ε/2 = ε.

Theo định nghĩa thì điều này thể hiện rằng f(x) + g(x) hội tụ về M +N .

Ví dụ 2.1.12. Tính limx→2 3x2 − 4x+ 5.
Áp dụng các tính chất của giới hạn ở trên, ta viết

lim
x→2

3x2 − 4x+ 5 = lim
x→2

3x2 + lim
x→2
−4x+ lim

x→2
5

=
(

lim
x→2

3
)(

lim
x→2

x
)(

lim
x→2

x
)

+
(

lim
x→2
−4
)(

lim
x→2

x
)

+ lim
x→2

5

= 3(lim
x→2

x)2 − 4 lim
x→2

x+ 5 = 3 · 22 − 4 · 2 + 5.

Về sau ta sẽ viết tắt và bỏ bớt các bước trên.
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Ví dụ 2.1.13. Với n là một số nguyên dương thì áp dụng tính chất giới hạn của tích:

lim
x→a

xn = (lim
x→a

x)n = an.

Hai ví dụ trên chỉ ra rằng giới hạn của đa thức nhận được bằng cách đơn giản là thế
số vào. Chính xác, nếu p là một đa thức thì

lim
x→a

p(x) = p(a).

Tiếp theo, nhờ tính chất giới hạn của thương, giới hạn của một phân thức cũng thu được
bằng cách thế số vào, miễn là không phải chia cho 0, tức là nếu p và q là hai đa thức thì

lim
x→a

p(x)

q(x)
=
p(a)

q(a)
,

nếu q(a) 6= 0.

Ví dụ 2.1.14. Tìm

lim
x→1

x3 − 1

x2 − 1
.

Trước hết nhận xét rằng hàm số trên không xác định tại điểm tính giới hạn. Tuy nhiên
ta có thể biến đổi bằng cách phân tích thành tích rồi thu gọn để được một hàm số mới
đơn giản hơn mà chỉ khác hàm số ban đầu tại đúng một điểm, chính là điểm tính giới
hạn. Cụ thể:

x3 − 1

x2 − 1
=

(x− 1)(x2 + x+ 1)

(x− 1)(x+ 1)
=
x2 + x+ 1

x+ 1
,

với mọi x 6= 1. Áp dụng các tính chất của giới hạn ta được

lim
x→1

x3 − 1

x2 − 1
= lim

x→1

x2 + x+ 1

x+ 1
=

12 + 1 + 1

1 + 1
=

3

2
.

Tiếp theo ta có các mệnh đề về so sánh giới hạn, tương tự các kết quả cho dãy ở Định
lý 1.1.20, và có thể được chứng minh một cách tương tự.

Định lý 2.1.15 (Tính chất so sánh). Nếu f(x) ≤ g(x) khi x gần a (có thể ngoại trừ
điểm a) và các giới hạn của hàm số f và g tồn tại khi x tiến đến a thì

lim
x→a

f(x) ≤ lim
x→a

g(x).

Ta có ngay một hệ quả thường được dùng:

Định lý 2.1.16 (Tính chất kẹp). Nếu f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) khi x gần a (có thể ngoại
trừ điểm a) và limx→a f(x) = limx→a h(x) = L thì

lim
x→a

g(x) = L.

Ví dụ 2.1.17. Tìm

lim
x→0

x2 sin
1

x
.

Với mọi x 6= 0 ta có các bất đẳng thức sau

−1 ≤ sin
1

x
≤ 1,

nên
−x2 ≤ x2 sin

1

x
≤ x2.

Vì limx→0−x2 = limx→0 x
2 = 0 nên theo tính chất kẹp ở trên ta kết luận

lim
x→0

x2 sin
1

x
= 0.
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* Giới hạn của hàm số thông qua giới hạn của dãy số

Dưới đây trình bày định nghĩa giới hạn thông qua dãy số, một công cụ có thể quen thuộc
với người đọc hơn.

Mệnh đề 2.1.18. Cho a là một điểm tụ của miền xác định của hàm số f . Hai điều sau
là tương đương:

(a) limx→a f(x) = L.

(b) Với mọi dãy {xn}n≥1 hội tụ về a, dãy số {f(xn)}n≥1 hội tụ về L. Nói cách khác, với
mọi dãy {xn}n≥1 thì

lim
n→∞

xn = a =⇒ lim
n→∞

f(xn) = L.

Chứng minh không khó, người đọc có thể thử làm, hoặc tham khảo trong các tài liệu
như [Kha96].

Dùng mệnh đề này ta có thể nhận được những tính chất căn bản của giới hạn của hàm
số trực tiếp từ các tính chất tương ứng của giới hạn của dãy số.

Một ứng dụng khác là dùng để chỉ ra hàm số không có giới hạn.

Hệ quả 2.1.19. Nếu một trong hai điều sau xảy ra thì hàm số f không có giới hạn tại a:

(a) có một dãy {xn}n≥1 sao cho limn→∞ xn = a nhưng dãy {f(xn)}n≥1 phân kỳ,

(b) có hai dãy {xn}n≥1 và {yn}n≥1 sao cho

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = a

nhưng
lim
n→∞

f(xn) 6= lim
n→∞

f(yn).

Ví dụ 2.1.20. Tìm giới hạn lim
x→0

sin
1

x
.

Ta tìm được

lim
n→∞

1

2nπ
= lim

n→∞

1

2nπ + π
2

= 0,

nhưng
lim
n→∞

sin 2nπ = 0, lim
n→∞

sin
(

2nπ +
π

2

)
= 1.

Vậy giới hạn lim
x→0

sin
1

x
không tồn tại.

2.1.4 Các giới hạn mở rộng

Giới hạn một phía

Trong nhiều trường hợp ta muốn xét những giới hạn như

lim
x→0

√
x.

Ở đây ta chỉ có thể xét x gần 0 nhưng lớn hơn 0. Do đó bây giờ ta định nghĩa giới hạn
một phía của hàm số.
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Ta viết
lim
x→a−

f(x) = L

và nói giới hạn bên trái của hàm số f(x) khi x tiến đến a, hay giới hạn của f(x) khi x
tiến đến a từ bên trái, là L nếu giá trị của f(x) gần tùy ý L khi giá trị của x đủ gần a
nhưng nhỏ hơn a. Ký hiệu “x→ a−” có nghĩa là ta chỉ xem xét x < a.

Viết hoàn toàn bằng kí hiệu thì limx→a− f(x) = L nếu

∀ε > 0,∃δ > 0, ∀x ∈ D,−δ < x− a < 0 =⇒ |f(x)− L| < ε.

Tương tự nếu ta yêu cầu x lớn hơn a ta sẽ có giới hạn bên phải của f(x) khi x tiến
đến a là L và ký hiệu là

lim
x→a+

f(x) = L

nếu giá trị của f(x) gần tùy ý L khi giá trị của x đủ gần a nhưng lớn hơn a. Viết hoàn
toàn bằng kí hiệu thì limx→a+ f(x) = L nếu

∀ε > 0, ∃δ > 0,∀x ∈ D, 0 < x− a < δ =⇒ |f(x)− L| < ε.

Các định nghĩa này được minh họa trong Hình 2.1.8.

Hình 2.1.8: Giới hạn bên trái và bên phải.

Ví dụ 2.1.21. Tìm limx→0+
√
x.

Cho ε > 0. Ta có
√
x− 0 < ε ⇐⇒ 0 ≤ x < ε2. Vậy lấy δ = ε2 thì 0 < x− 0 < δ =⇒

|
√
x− 0| < ε. Ta kết luận limx→0+

√
x = 0.

Sau đây là một mệnh đề giúp ta nhận biết sự tồn tại giới hạn của một hàm số tại một
điểm.

Mệnh đề 2.1.22. Ta có lim
x→a

f(x) = L khi và chỉ khi lim
x→a−

f(x) = L và lim
x→a+

f(x) = L.

Như vậy hàm số sẽ không có giới hạn tại một điểm nếu không tồn tại một giới hạn một
bên tại điểm đó, hoặc nếu cả hai giới hạn một bên tồn tại nhưng có giá trị khác nhau.

Có lẽ không khó để thấy tính đúng đắn của tính chất trên sau một chút suy nghĩ. Một
chứng minh chi tiết có dưới đây.

Chứng minh. Nếu limx→a f(x) = L thì dĩ nhiên limx→a− f(x) = L và limx→a+ f(x) = L.
Ngược lại giả sử limx→a− f(x) = L và limx→a+ f(x) = L. Cho ε > 0, có δ1 > 0 sao

cho khi x ∈ D và 0 < x − a < δ1 thì |f(x) − L| < ε, và có δ2 > 0 sao cho khi x ∈ D
và 0 < a − x < δ2 thì |f(x) − L| < ε. Lấy δ = min{δ1, δ2}. Với mọi x ∈ D sao cho
0 < |x− a| < δ thì |f(x)− L| < ε. Vậy limx→a f(x) = L.



26 CHƯƠNG 2. HÀM SỐ LIÊN TỤC

Ví dụ 2.1.23. Tìm giới hạn của

lim
x→0

|x|
x
.

Vì

lim
x→0+

|x|
x

= lim
x→0+

x

x
= 1

và

lim
x→0−

|x|
x

= lim
x→0−

−x
x

= −1

là hai số khác nhau nên giới hạn lim
x→0

|x|
x

không tồn tại.

Giới hạn ở vô cùng

Định nghĩa 2.1.24. Cho hàm số f được xác định khi a đủ lớn. Ta nói giới hạn của f
khi x tiến tới vô cùng là số thực L, và viết

lim
x→∞

f(x) = L

nếu f(x) gần L tùy ý miễn x đủ lớn. Chính xác hơn, nếu với mọi số dương ε tồn tại một
số dương M sao cho nếu x > M thì |f(x)− L| < ε.

Tương tự ta nói

lim
x→−∞

f(x) = L

nếu f(x) gần L tùy ý miễn x đủ nhỏ. Chính xác hơn, nếu với mọi số dương ε tồn tại một
số dương M sao cho nếu x < −M thì |f(x)− L| < ε.

Ví dụ 2.1.25. Có thể thấy ngay:

lim
x→∞

1

x
= 0,

lim
x→−∞

1

x
= 0.

Như đã thảo luận ở phần dãy ở Ghi chú 1.1.18, kí hiệu∞ không thể hiện một số thực,
mà thể hiện một loại giới hạn, và chỉ có ý nghĩa trong ngữ cảnh đó. Kí hiệu này được đọc
là vô cùng, hay vô hạn, hay vô cực.

Giới hạn ở vô cùng có cùng các tính chất với giới hạn tới một số thực như ở Mệnh đề
2.1.11, với chứng minh tương tự.

Ví dụ 2.1.26. Tìm

lim
x→∞

2x− 1

3x+ 4
.

Dùng các tính chất của giới hạn ta viết

lim
x→∞

2x− 1

3x+ 4
= lim

x→∞

x
(
2− 1

x

)
x
(
3 + 4

x

) = lim
x→∞

2− 1
x

3 + 4
x

=
2− 0

3 + 0
=

2

3
.
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Giới hạn bằng vô cùng

Định nghĩa 2.1.27. Cho hàm số f được xác định ở gần a nhưng có thể không xác định
tại a. Ta nói giới hạn của f khi x tiến tới a là vô cùng và viết

lim
x→a

f(x) =∞

nếu f(x) lớn tùy ý miễn x đủ gần nhưng không bằng a. Chính xác hơn, nếu với mọi số
dương M tồn tại một số dương δ sao cho nếu 0 < |x− a| < δ thì f(x) > M .

Tương tự ta có thể nói tới giới hạn bằng âm vô cùng. Ta nói

lim
x→a

f(x) = −∞

nếu f(x) nhỏ tùy ý miễn x đủ gần nhưng không bằng a. Chính xác hơn, nếu với mọi số
dương M tồn tại một số dương δ sao cho nếu 0 < |x− a| < δ thì f(x) < −M .

Định nghĩa này được minh họa trong Hình 2.1.9, 2.1.10, và 2.1.11.

Hình 2.1.9: limx→a f(x) =∞.

Hình 2.1.10: limx→a f(x) = −∞.

Ví dụ 2.1.28. Không khó để thấy

lim
x→0

1

x2
=∞

và
lim
x→0

−1

x2
= −∞.
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Hình 2.1.11: Minh họa |x− a| < δ =⇒ f(x) > M .

Cuối cùng, chúng ta còn có thể kết hợp tất cả các loại giới hạn trên.

Ví dụ 2.1.29. Ta có
lim
x→∞

x =∞,

lim
x→∞

x2 =∞,

lim
x→−∞

x2 =∞,

lim
x→−∞

x3 = −∞.

Ví dụ 2.1.30. Tìm limx→∞ 2x3 − 4x2 − 5x+ 6.
Ta viết

lim
x→∞

2x3 − 4x2 − 5x+ 6 = lim
x→∞

x3
(

2− 4

x
− 5

x2
+

6

x3

)
.

Trong hai thừa số trên, một thừa số tiến ra ∞, còn thừa số còn lại tiến về 2, do đó tích
rõ ràng tiến ra ∞. Người ta thường tóm tắt lí luận này bằng cách viết

lim
x→∞

x3
(

2− 4

x
− 5

x2
+

6

x3

)
=∞ · 2 =∞.

Bài tập

2.1.1. Tính các giới hạn sau:

(a) lim
h→0

(10 + h)2 − 100

h
.

(b) lim
h→0

√
100 + h− 10

h
.

(c) lim
x→−2017

1

2017
+

1

x
2017 + x

.

(d) lim
t→0

√
1 + t−

√
1− t

t
.

(e) lim
x→4

2−
√
x

8x− x3
.

(f) lim
t→0

(
1

t
√

1 + t
− 1

t

)
.
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(g) lim
h→0

(x+ h)3 − x3

h
.

2.1.2. Sử dụng định lý kẹp chỉ ra

lim
x→0

(x2 cos 20πx) = 0.

2.1.3. Sử dụng định lý kẹp chỉ ra

lim
x→0

√
x3 + x2 sin

π

x
= 0.

2.1.4. Nếu 4x− 9 ≤ f(x) ≤ x2 − 4x+ 7 với x ≥ 0. Tìm limx→4 f(x).

2.1.5. Nếu 2x ≤ g(x) ≤ x4 − x2 + 2 với mọi x. Tìm limx→1 g(x).

2.1.6. Chứng minh rằng
lim
x→0+

√
x[1 + sin2(2π/x)] = 0.

2.1.7. Tìm giới hạn sau nếu tồn tại:

(a)

lim
x→1−

x− 1

|x3 − x2|

(b)

lim
x→−7

7− |x|
x+3x+ 2

(c)

lim
x→0+

(
1

x
− 1

|x|

)
.

2.1.8. Cho

g(x) =


x2 − 1 nếu x < 1
0 nếu x = 1
2x− x2 nếu 1 < x ≤ 2
x3 − 5x+ 4 nếu x > 2.

Tìm các giới hạn sau nếu tồn tại

(a) limx→1− g(x)

(b) limx→1+ g(x)

(c) limx→2− g(x)

(d) limx→2+ g(x)

(e) limx→2 g(x).

2.1.9. Nếu

f(x) =

{
x2 nếu x là số hữu tỉ
0 nếu x là số vô tỉ.

Chứng minh rằng limx→0 f(x) = 0.

2.1.10. Có số a nào sao cho

lim
x→2

2x2 − 2ax− a− 1

x3 − 3x− 2
.

tồn tại không? Tìm giới hạn đó.

2.1.11. Cho f(x) =
x2 − x− 6

x2 + x− 2
. Tìm:

a). lim
x→2

f(x).

b). lim
x→−2

f(x).

c). lim
x→+∞

f(x).
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2.1.12. Tìm:

a). lim
x→−∞

4x2 + 3x+ 7

−3x3 + 6x
.

b). lim
x→+∞

4x4 + 3x+ 7

−3x3 + 6x
.

2.1.13. Chọn đáp án đúng.

(a) Giới hạn
lim
x→1

4x3 − 3x2 + 3x− 1

bằng
A) 1 B) 2 C) 3 D) ∞

(b) Giới hạn
lim

x→−∞
4x3 − 3x2 + 3x− 1

bằng
A) 5 B) −∞ C) ∞ D) không tồn tại

(c) Giới hạn
lim

x→−∞
9x4 − 8x2 + 9x+ 5

bằng
A) 2 B) ∞ C) −∞ D) không tồn tại

(d) Giới hạn

lim
x→−∞

−3x4 − 9x2 − 6x+ 1

8x5 − 3x3 + 7x2 + 16

bằng
A) −3 B) −∞ C) 0 D) không tồn tại

(e) Giới hạn

lim
x→−∞

12x4 − 4x2 + 9x+ 11

2x4 − 15x2 + 71x+ 60

bằng
A) 0 B) −∞ C) 6 D) không tồn tại

2.2 Hàm số liên tục

Định nghĩa 2.2.1. Hàm số f xác định trên tập D được gọi là liên tục tại a ∈ D nếu
f(x) gần f(a) tùy ý miễn x đủ gần a. Hoàn toàn bằng kí hiệu thì:

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ D, |x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε

hay
∀ε > 0,∃δ > 0, ∀x ∈ D ∩ (a− δ, a+ δ), f(x) ∈ (f(a)− ε, f(a) + ε).

Hàm số f không liên tục tại a thì còn được gọi là gián đoạn tại a.
Hàm số f được gọi là liên tục trên tập D nếu nó liên tục tại mọi điểm thuộc D.
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Có thể trình bày một cách tương đương sự liên tục thông qua giới hạn. Hàm số f xác
định trên tập D là liên tục tại a ∈ D nếu hoặc a không phải là một điểm tụ của D hoặc
nếu a là một điểm tụ của D thì

lim
x→a

f(x) = f(a).

Ta chú ý để hàm liên tục tại a thì a phải thuộc miền xác định của hàm, tức là hàm phải
có giá trị tại a. Mặt khác ta không cần phải yêu cầu a là một điểm tụ của miền xác định
như trong định nghĩa giới hạn.

Trong nhiều trường hợp có thể diễn tả khái niệm liên tục một cách dễ hiểu hơn là khi
x gần tới a thì f(x) gần tới f(a). Nói cách khác, khi biến thiên ∆x của biến x nhỏ đi thì
biến thiên ∆y của hàm phải nhỏ đi theo. Thô sơ hơn nữa, liên tục có nghĩa là một thay
đổi “nhỏ” của biến độc lập chỉ dẫn tới một thay đổi “nhỏ” của biến phụ thuộc.

Hình 2.2.1: Nếu f liên tục tại a thì khi x tiến về a thì điểm (x, f(x)) trên đồ thị tiến về
điểm (a, f(a)), vì vậy không có lỗ thủng hay nét đứt trên đồ thị tại x = a.

Chú ý rằng định nghĩa 2.2.1 trên yêu cầu ba điều sau để f liên tục tại một điểm tụ a:

(a) f(a) được xác định,

(b) limx→a f(x) tồn tại,

(c) limx→a f(x) = f(a).

Như vậy một hàm số sẽ không liên tục tại a nếu nó vi phạm một trong các yêu cầu
trên.

Ví dụ 2.2.2. Hình 2.2.2 là đồ thị hàm số f . Tìm điểm gián đoạn của hàm số f .
Hàm f gián đoạn tại điểm x = 1 vì tại x = 1 đồ thị bị thủng, f(1) không được định

nghĩa. Đồ thị cũng bị đứt tại điểm x = 3, limx→3 f(x) không tồn tại, nên f gián đoạn tại
x = 3. Tại x = 5 thì đồ thị lại bị thủng, limx→5 f(x) 6= f(5), vì vậy x = 5 cũng là một
điểm gián đoạn.

2.2.1 Tính chất của hàm số liên tục

Sau đây là một loạt các định lý quan trọng cho hàm số liên tục. Kết quả này tới ngay từ
kết quả tương ứng về giới hạn ở Định lý 2.1.11.
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Hình 2.2.2: Ví dụ 2.2.2.

Định lý 2.2.3. Nếu f và g liên tục tại a thì các hàm số sau cũng liên tục tại a: f + g,
f − g, fg, và f

g nếu g(a) 6= 0.

Định lý 2.2.4. Nếu g liên tục tại a và f liên tục tại g(a) thì hàm hợp f ◦ g liên tục tại a.

Chứng minh. Cho ε > 0. Vì f liên tục tại g(a) nên có δ > 0 sao cho khi |g(x)− g(a)| < δ
thì |f(g(x)) − f(g(a))| < ε. Vì g liên tục tại a nên có δ′ > 0 sao cho khi |x − a| < δ′ thì
|g(x) − g(a)| < δ. Như vậy khi |x − a| < δ′ thì |f(g(x)) − f(g(a))| < ε. Theo định nghĩa
thì điều này nói rằng f ◦ g liên tục tại a.

Xem lại phần giới hạn của hàm số sau Định lý 2.1.11 giờ ta nhận thấy rằng các hàm
đa thức và phân thức đều liên tục.

Một trong những kết quả quan trọng nhất và thường dùng nhất về hàm liên tục trong
môn học này là khẳng định rằng các hàm sơ cấp đều liên tục.

Định lý 2.2.5. Các hàm số sơ cấp đều liên tục trên tập xác định của chúng.

Nhắc lại phần thảo luận ở Mục 1.2.1, ngoài một số trường hợp riêng như với hàm đa
thức hay phân thức, chúng ta chưa nghiên cứu đủ về các hàm sơ cấp để có thể chứng minh
kết quả này, và do đó sẽ chỉ chấp nhận nó. Có thể đọc thêm ở [TPTT02, tr. 64].

Ví dụ 2.2.6. Các hàm số h(x) = cos(x2) và k(x) = 1√
x2+5−3

liên tục trên tập hợp các số
thực.

Tính liên tục của các hàm sơ cấp thường được dùng để tính giới hạn các hàm sơ cấp
tại một điểm nằm trong miền xác định bằng cách thế trực tiếp limx→a f(x) = f(a).

Ví dụ 2.2.7. Tìm

lim
x→π

x2 + x sinx

2018 + cosx
.

Vì hàm số trên là một hàm sơ cấp nên

lim
x→π

x2 + x sinx

2018 + cosx
=

π2 + π sinπ

2018 + cosπ
=

π2

2017
.
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Ví dụ 2.2.8. Hàm số f(x) = 1−
√

1− x2 liên tục trên miền xác định là đoạn [−1, 1]. Đồ
thị của f được vẽ trong Hình 2.2.3.

Hình 2.2.3

Dưới đây là một một giới hạn đặc biệt, đáng lưu ý:

Mệnh đề 2.2.9. Ta có

lim
x→0

sinx

x
= 1. (2.2.1)

Chứng minh. Trong các tính chất của hàm lượng giác mà ta thừa nhận ở Mục 1.2.1, ta
có với 0 < x < π/2 thì sinx < x < tanx. Suy ra

cosx <
sinx

x
< 1.

Vì cos là hàm liên tục nên khi cho x→ 0, dùng Tính chất kẹp, ta được

lim
x→0+

sinx

x
= 1.

Với x < 0, ta có

lim
x→0−

sinx

x
= lim

x→0+

sin(−x)

−x
= lim

x→0+

sinx

x
= 1.

Vậy ta được công thức

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Ta có thể đưa ra một đặc trưng của sự liên tục thông qua dãy như sau.

Mệnh đề 2.2.10. Hàm số f là liên tục tại a khi và chỉ khi với mọi dãy {xn}n≥1 hội tụ
về a thì dãy {f(xn)}n≥1 hội tụ về f(a), nói cách khác với mọi dãy {xn}n≥1 thì

lim
n→∞

xn = a =⇒ lim
n→∞

f(xn) = f(a).

2.2.2 Định lý giá trị trung gian

Định lý 2.2.11 (Định lý giá trị trung gian). Giả sử f liên tục trên khoảng đóng [a, b]
và N là một số bất kỳ nằm giữa f(a) và f(b). Khi đó tồn tại một số c ∈ [a, b] sao cho
f(c) = N .
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Hình 2.2.4: Minh họa định lý giá trị trung gian.

Một cách ngắn gọn, một hàm số liên tục trên một đoạn lấy mọi giá trị trung gian. Tập
giá trị của một hàm liên tục trên một đoạn số thực là một đoạn số thực.

Chú ý rằng giá trị N có thể được lấy một lần như trong Hình 2.2.4 (a) hay nhiều lần
như trong Hình 2.2.4 (b).

Tính chất này là một hệ quả của tính đầy đủ của tập hợp các số thực, xem Mệnh đề
1.1.7. Vì thế ta sẽ không đưa ra chứng minh chi tiết.

Về mặt trực quan, Định lý giá trị trung gian có ý nghĩa rằng đồ thị của một hàm
liên tục trên một khoảng đóng là liên thông. Điều này thể hiện rằng đồ thị không
có lỗ trống hay nét đứt nào, tức là liền mạch. Ta có thể tưởng tượng rằng ta có thể vẽ
đoạn đồ thị này bằng một nét bút liền mạch mà không cần nhấc bút khỏi trang giấy. Ta
cũng có thể tưởng tượng nếu đồ thị này là một con đường thì ta có thể đi từ đầu này tới
đầu kia của một con đường này mà không gặp một trở ngại nào. Đồ thị đó chẳng qua là
một đoạn số thực bị uốn cong.

Hình 2.2.5: Minh họa hình học định lý giá trị trung gian: Đường nằm ngang y = N nằm
giữa y = f(a) và y = f(b) luôn cắt đồ thị hàm số f ở ít nhất một điểm.

Ví dụ 2.2.12. Chứng tỏ rằng phương trình

3x3 − 2017x2 + 2018x− 2 = 0

có một nghiệm nằm giữa 0 và 1.
Đặt f(x) = 3x3 − 2017x2 + 2018x − 2. Ta tìm một nghiệm của phương trình đã cho,

một số c ∈ (0, 1) sao cho f(c) = 0. Ta có f(0) = −2 < 0 và f(1) = 2 > 0. Vì f là một hàm
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số liên tục và f(0) < 0 < f(1) nên Định lý giá trị trung gian cho ta một số c ∈ (0, 1) sao
cho f(c) = 0. Nói cách khác, phương trình 3x3 − 2017x2 + 2018x − 2 = 0 có ít nhất một
nghiệm c trong khoảng (0, 1).

Bài tập

2.2.1. Từ đồ thị hàm số g cho bên dưới, tìm các khoảng mà hàm số g liên tục.

2.2.2. Xét tính liên tục của hàm tại điểm a cho trước.

(a)

f(x) =
1

x+ 2017
, a = −2017.

(b)

f(x) =

{
1

x+2017 nếu x 6= −2017

2018 nếu x = −2017,
a = −2.

(c)

f(x) =

{
−x2 + x+ 2 nếu x < 1
2− 1/x nếu x ≥ 1,

a = 1.

(d)

f(x) =

{
x3−x
x4−1 nếu x 6= 1

1/2 nếu x = 1,
a = 1.

(e)

f(x) =


sin(x2 − x) nếu x < 0
0 nếu x = 0
−(x+ 1)3 − x2 + 2 nếu x > 0,

a = 0.

(f)

f(x) =

{
x2−3x−4√

x−2 nếu x 6= 4

10 nếu x = 4,
a = 4.

2.2.3. Xét sự liên tục của các hàm số sau:

(a)

f(x) =

{
x3 + 1 nếu x < 1√
x+ 3 nếu x ≥ 1.

(b)

f(x) =

{
sin(x/2 + cosx) nếu x < π/2
cos(x/2 + sinx− 1) nếu x ≥ π/2.

(c)
f(x) = |x|.

(d)

f(x) =

{
sin 1

x , x 6= 0,

0, x = 0.
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(e)

f(x) =

{
x sin 1

x , x 6= 0,

0, x = 0.

2.2.4. Cho

f(x) =

{
3x+ 1 nếu x ≤ −1

x3 − 1 nếu x > −1.

a). Tìm lim
x→−1−

f(x) and lim
x→−1+

f(x).

b). Hàm f(x) liên tục ở đâu? Không liên tục ở đâu?

2.2.5. Cho

f(x) =


x2 − x− 2

x+ 1
nếu x ≤ −1

3 nếu x > −1.

a) Tìm lim
x→−1−

f(x) và lim
x→−1+

f(x).

b) f liên tục ở đâu?

2.2.6. Tính các giới hạn sau:

(a) lim
x→4

5 +
√
x2 − 1√

7 + x
.

(b) lim
x→π

sin(x+ sinx).

(c) lim
x→π/4

ex cos2 x− x2.

(d) lim
x→2

(x3 − 4x+ 1)−7.

2.2.7. Giả sử f và g là các hàm số liên tục sao cho g(1) = 2017 và limx→1[f2(x) − 2f(x)g(x)] =
−20172. Tính f(1).

2.2.8. Tìm giá trị của c sao cho hàm số sau liên tục trên (−∞,∞) :

f(x) =

{
c2x2 + 2cx nếu x < 1
4x3 − cx nếu x ≥ 1.

2.2.9. Tìm giá trị của a, b sao cho hàm số sau liên tục trên (−∞,∞) :

f(x) =


x4−1
x−1 nếu x < 1

ax2 − bx+ 4 nếu 1 ≤ x < 2
3x+ a− b nếu x ≥ 2.

2.2.10. Lúc 15 tuổi, Hương cao gấp đôi cậu em 5 tuổi Huy, nhưng vào sinh nhật thứ 21 của Huy
thì Huy đã cao hơn chị 6 cm. Giải thích tại sao có một thời điểm mà cả hai đã cao bằng nhau.

2.2.11. Sử dụng định lý giá trị trung gian để chỉ ra sự tồn tại một nghiệm của phương trình sau
trên một khoảng cho trước.

(a) 2x5 + x− 2 = 0, (0, 2).

(b) 3
√
x = 2017− x− x2, (0, 45).

(c) cosx = x, (0, 1).

(d) x3 − 3x− sinx− 1 = 0, (0, 2).

2.2.12. Chứng tỏ phương trình x5 − 4x3 − 2x2 + 3x+ 1 = 0 có ít nhất một nghiệm trong khoảng
[0, 1].

2.2.13. Cho f(x) = x3 + 2017 cosx, chứng minh rằng tồn tại số c sao cho f(c) = 2000.
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2.2.14. Giả sử f liên tục trên [1, 10] và phương trình f(x) = 2017 chỉ có hai nghiệm là x = 1 và
x = 7. Nếu f(2) = 2018, giải thích vì sao f(5) > 2017.

2.2.15. Chứng minh các phương trình sau luôn có nghiệm thực với n là số nguyên dương lẻ:

cos(xn + 1) = xn + 1, xn − x2 + 4x+ 1 = 0.

2.2.16. Nếu a và b là các số thực dương, chứng minh phương trình

a

x5 + 3x4 − 2
+

b

2x5 + x− 3
= 0

có ít nhất một nghiệm trong khoảng (−1, 1).

2.2.17. Chứng tỏ phương trình

1

1− x
+

2

2− x
+

3

3− x
= 0

có ít nhất hai nghiệm trên (1, 2) ∪ (2, 3).

2.2.18. * Chứng tỏ mọi đa thức bậc lẻ đều có ít nhất một nghiệm.



Chương 3
Phép tính vi phân

3.1 Đạo hàm và các tính chất

3.1.1 Định nghĩa đạo hàm

Ở Mục 2.1.1 của chương trước, cả hai bài toán tìm hệ số góc của tiếp tuyến và tìm vận
tốc tức thời đều đưa về một bài toán chung về tỉ lệ thay đổi: Tìm giới hạn của đại lượng

f(x)− f(a)

x− a

khi x tiến về a. Số thực này cho ta một số đo phản ánh đại lượng f(x) thay đổi như thế
nào khi x thay đổi.

Để giúp người đọc củng cố, một lần nữa ta nhắc lại minh họa của khái niệm này trong
bài toán tìm độ nghiêng và tiếp tuyến của đồ thị hàm f tại điểm x0. Xem Hình 3.1.1.
Chúng ta lấy một dãy các số nhỏ hn hội tụ về 0 và từ đó có các cát tuyến ln đi qua hai
điểm khác nhau (x0, f(x0)) và (x0 +hn, f(x0 +hn)) trên đồ thị hàm f . Các cát tuyến này
tiến dần về tiếp tuyến với đồ thị hàm số f tại (x0, f(x0)) nên hệ số góc của chúng cũng
tiến dần về hệ số góc của tiếp tuyến. Hệ số góc của ln là

f(x0 + hn)− f(x0)

(x0 + hn)− x0
=
f(x0 + hn)− f(x0)

hn
.

Vì thế hệ số góc của tiếp tuyến là giới hạn của số này khi hn tiến dần về 0.

Định nghĩa 3.1.1. Đạo hàm của hàm f tại x0 được cho bởi số thực

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

nếu giới hạn tồn tại. Khi giới hạn này tồn tại, chúng ta nói rằng hàm số f là có đạo hàm
hay khả vi tại x0 với đạo hàm f ′(x0).

Ta cũng có thể viết với h = x− x0:

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Một cách viết khác nữa là như sau. Giả sử biến x thay đổi một lượng ∆x từ giá trị x0.
1 Lượng thay đổi tương ứng của giá trị của hàm y = f(x) là ∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0).

1Người ta thường sử dụng chữ cái Hy Lạp ∆ để chỉ lượng thay đổi của một đại lượng.

38
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Hình 3.1.1: Bài toán hệ số góc của tiếp tuyến.

Đạo hàm của của f tại x0 là tỉ lệ của thay đổi của y so với của x tại x0:

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

∆y

∆x
.

Vậy đạo hàm của một hàm tại một điểm đo tỉ lệ, hay tốc độ, giữa thay đổi, hay biến
thiên, của giá trị của hàm so với thay đổi của giá trị của biến tại điểm đó. Một cách ngắn
gọn: đạo hàm đo tỉ lệ thay đổi, hay đạo hàm đo tốc độ biến thiên.

Vì đạo hàm đo sự thay đổi nên nó thường được dùng mỗi khi người ta cần khảo sát
sự thay đổi ở mức độ chính xác cao. Điều này giải thích phạm vi ứng dụng và tầm quan
trọng to lớn của đạo hàm nói riêng và phép tính vi tích phân nói chung.

Với khái niệm chính xác về đạo hàm, giờ ta có thể định nghĩa chính xác các các khái
niệm tiếp tuyến và vận tốc.

Giả sử hàm f khả vi tại x0, ta định nghĩa hệ số góc của tiếp tuyến của đồ thị của
hàm số f tại (x0, f(x0)) là số thực f ′(x0). Vậy đường thẳng tiếp tuyến của đồ thị của hàm
f tại x0 có phương trình

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).

Nếu f là vị trí của vật trên đường thẳng thực tại thời điểm t khả vi tại t thì số thực
f ′(t), như trong vật lý, được gọi là vận tốc của vật tại thời điểm t. Nó cho thấy vị trí của
vật thay đổi theo thời gian nhanh hay chậm.

Ví dụ 3.1.2. Cho f là một hàm hằng, tức là có số thực c sao cho f(x) = c với mọi số
thực x. Tìm đạo hàm của f .
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Theo định nghĩa của đạo hàm, ta có tại x0 bất kì:

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= lim

h→0

c− c
h

= 0.

Vậy f ′(x0) = 0 tại mọi x0 ∈ R.

Ví dụ 3.1.3. Sử dụng công thức định nghĩa đạo hàm để tính đạo hàm của f(x) = x2 tại
điểm x = x0.

Đầu tiên ta có

f(x0 + h)− f(x0) = (x0 + h)2 − x2
0 = h2 + 2x0h,

nên
f(x0 + h)− f(x0)

h
=
h2 + 2x0h

h
= h+ 2x0.

Do đó,

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= lim

h→0
(h+ 2x0) = 2x0.

Điều đó có nghĩa là f(x) = x2 có đạo hàm tại x = x0 và f ′(x0) = 2x0 với x0 tùy ý.

Ví dụ 3.1.4. Với số nguyên dương k, tính đạo hàm của hàm f(x) = xk tại x = x0.
Chúng ta nhắc lại Công thức nhị thức Newton (1.1.11): với k là số nguyên dương bất

kỳ thì

(x+ h)k =
k∑
j=0

k!

j!(k − j)!
xk−jhj , (3.1.1)

Cũng như ví dụ trên, ta tính

f(x0 + h)− f(x0)

h
=

(x0 + h)k − xk0
h

=

 k∑
j=0

k!

j!(k − j)!
xk−j0 hj

− xk0
h

=

k∑
j=1

k!

j!(k − j)!
xk−j0 hj

h

=

h

k∑
j=1

k!

j!(k − j)!
xk−j0 hj−1

h

=
k∑
j=1

k!

j!(k − j)!
xk−j0 hj−1

= kxk−1
0 +

k∑
j=2

k!

j!(k − j)!
xk−j0 hj−1.

Do đó,

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= lim

h→0

kxk−1
0 +

k∑
j=2

k!

j!(k − j)!
xk−j0 hj−1

 = kxk−1
0 .
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Vậy hàm số f(x) = xk có đạo hàm tại x0 bất kỳ là f ′(x0) = kxk−1
0 .

Người đọc cũng có thể thử làm tính toán này bằng cách thay vì dùng nhị thức Newton
thì dùng hằng đẳng thức

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1).

Ví dụ 3.1.5. Với f(x) =
√
x, tìm f ′(x) và miền xác định của f ′.

Ta tính

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

√
x+ h−

√
x

h

= lim
h→0

√
x+ h−

√
x

h
.

√
x+ h+

√
x√

x+ h+
√
x

= lim
h→0

(x+ h)− x
h(
√
x+ h+

√
x)

= lim
h→0

1√
x+ h+

√
x

=
1

2
√
x
.

Chúng ta thấy rằng giới hạn trên tồn tại nếu và chỉ nếu x > 0, vậy f ′(x) = 1
2
√
x
xác định

với mọi x > 0.

Sau một số ví dụ ta có thể thấy để tìm công thức chung cho đạo hàm thì công thức
sau là tiện hơn cả

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

vì ta không cần phải giới thiệu thêm một biến mới x0. Ngoài ra công thức này cũng thể
hiện rõ vai trò của đạo hàm như là một hàm mới, dẫn xuất từ hàm ban đầu. 2

Sự khả vi và sự liên tục

Ta thấy để
f(x+ h)− f(x)

h

có giới hạn khi h tiến về 0 thì f(x+ h)− f(x) phải tiến về 0, do đó hàm f phải liên tục
tại x. Thực vậy ta có:

Định lý 3.1.6 (Khả vi thì liên tục). Nếu hàm số f khả vi tại x thì f liên tục tại x.

Chứng minh. Tại x0 mà f có đạo hàm thì

lim
x→x0

[f(x)− f(x0)] = lim
x→x0

[
f(x)− f(x0)

x− x0
(x− x0)

]
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
lim
x→x0

(x− x0)

= f ′(x0) · 0 = 0.

2Thuật ngữ đạo hàm trong tiếng Anh là derivative, có nghĩa là dẫn xuất, từ một cái khác mà ra: đạo
hàm của một hàm là một hàm dẫn xuất từ hàm ban đầu.
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Lưu ý rằng điều ngược lại không đúng: sự liên tục của hàm số không dẫn tới sự khả
vi.

Như ta biết sự khả vi tại một điểm nào của hàm số về mặt hình học có nghĩa là đồ thị
của hàm số đó có tiếp tuyến tại điểm này. Dáng diệu của đồ thị cần có tính “trơn” nhất
định nhờ đó ta thấy được sự tồn tại của tiếp tuyến. Đồ thị của hàm khả vi không được
có những “góc nhọn”.

Dưới đây là một ví dụ cho thảo luận trên.

Ví dụ 3.1.7. Xét hàm số f(x) = |x|.
Ta thấy đồ thị của hàm số này không có lỗ hay đứt, nên hàm là liên tục tại mọi nơi.

Tuy nhiên đồ thị này có một góc nhọn tại (0, 0). Ta nhận thấy tại (0, 0) tiếp tuyến bên
trái khác với tiếp tuyến bên phải, do đó không có một tiếp tuyến nào ở đó.

Hình 3.1.2: Đồ thị của hàm f(x) = |x| có một “góc nhọn” tại 0.

Chính xác thì
lim
x→0

|x| − |0|
x− 0

= lim
x→0

|x|
x

không tồn tại, như ta đã thấy ở Ví dụ 2.1.23. Hàm trị tuyệt đối không có đạo hàm tại 0
mặc dù liên tục tại đó.

3.1.2 Tính chất của đạo hàm

Sau đây là các công thức để làm các tính toán cơ bản trên đạo hàm.

Định lý 3.1.8. Cho các hàm số f và g có đạo hàm tại x, khi đó trong các công thức sau
hàm bên vế trái có đạo hàm và đạo hàm bằng vế phải:

(a)
(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x)

(b)
(f − g)′(x) = f ′(x)− g′(x)

(c)
(αf)′(x) = αf ′(x)

trong đó α là một hằng số thực.

(d)
(fg)′(x) = f ′(x)g(x) + g′(x)f(x)
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(e) (
f

g

)′
(x) =

f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

(g′(x))2
,

với điều kiện g′(x) 6= 0.

Chứng minh. (a) Công thức này rất dễ để chứng minh. Ta viết

lim
h→∞

(f + g)(x+ h)− (f + g)(x)

h
= lim

h→∞

(
f(x+ h)− f(x)

h
+
g(x+ h)− g(x)

h

)
= f ′(x) + g′(x).

Quy tắc cho hiệu và quy tắc cho bội nhân hằng cũng đơn giản tương tự.
(d) Với quy tắc cho tích, ta tính toán như sau:

lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x+ h)g(x) + f(x+ h)g(x)− f(x)g(x)

h

= lim
h→0

[
f(x+ h)

g(x+ h)− g(x)

h
+ g(x)

f(x+ h)− f(x)

h

]
= lim

h→0
f(x+ h) lim

h→0

g(x+ h)− g(x0)

h
+ lim
h→0

g(x) lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

= f(x)g′(x) + g(x)f ′(x).

Chú ý rằng ở bước cuối ta đã dùng limh→0 f(x+ h) = f(x), tức là dùng tính liên tục của
f tại x. Ta có tính liên tục này là vì f được giả sử là khả vi tại x.

(e) Với quy tắc cho thương, ta tính toán như sau:(
f

g

)′
(x) = lim

h→0

f(x+h)
g(x+h) −

f(x)
g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)g(x)− f(x)g(x+ h)

hg(x+ h)g(x)

= lim
h→0

f(x+ h)g(x)− f(x)g(x) + f(x)g(x)− f(x)g(x+ h)

hg(x+ h)g(x)

= lim
h→0

g(x)
f(x+ h)− f(x)

h
− f(x)

g(x+ h)− g(x)

h
g(x+ h)g(x)

=
g(x) limh→0

f(x+h)−f(x)
h − f(x) limh→0

g(x+h)−g(x)
h

limh→0 g(x+ h)g(x)

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

(g(x))2
.

Ví dụ 3.1.9. Bây giờ ta có thể tính nhiều đạo hàm.

(a) (x7 + 3x6 − 4x2 + 5)′ = 7x6 + 18x5 − 8x.

(b)

((x2 + 3x− 1)(x4 − 8x))′ = (2x+ 3)(x4 − 8x) + (x2 + 3x− 1)(4x3 − 8)

= 6x5 + 15x4 − 4x3 − 24x2 − 48x+ 8.
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(c) (
x2 − 1

x2 + 1

)′
=

(2x)(x2 + 1)− (x2 − 1)(2x)

(x2 + 1)2

=
4x

(x2 + 1)2
.

Bài tập

3.1.1. Bằng ý nghĩa hình học của đạo hàm, hãy giải thích vì sao đạo hàm của hàm số hằng bằng
0, và đạo hàm của hàm số tuyến tính f(x) = mx+ b bằng m.

3.1.2. Bằng ý nghĩa hình học của đạo hàm, hãy giải thích vì sao đạo hàm của hàm số tuyến tính
f(x) = mx+ b bằng m.

3.1.3. Dùng định nghĩa của đạo hàm, tính đạo hàm của hàm số

(a) f(x) = x3.

(b) f(x) = x4.

3.1.4. Từ đồ thị của hàm trong Hình 3.1.3 tìm điểm tại đó hàm không liên tục hoặc không khả
vi, và giải thích tại sao.

a b c

Hình 3.1.3

3.1.5. Từ đồ thị của hàm trong Hình 3.1.4 tìm điểm tại đó hàm không liên tục hoặc không khả
vi, và giải thích tại sao.

3.1.6. Hãy phác họa đồ thị của mỗi hàm số sau đây, và khảo sát tính liên tục hay khả vi của mỗi
hàm.

(a) y =

{
x2, x ≥ 0,

−x2, x < 0.

(b) y =

{
x2 + 1, x ≥ 0,

−x2 − 1, x < 0.

(c) y =

{
x3, , x ≤ 1,

x, x > 1.
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u v w

Hình 3.1.4

(d) y =

{
x3, x < 1

3x− 2, x ≥ 1.

3.1.7. Xét f(x) = 3
√
x. Chứng tỏ rằng f ′(0) không tồn tại.

3.1.8. Xét f(x) =
3
√
x2. Chứng tỏ rằng f ′(0) không tồn tại.

3.1.9. Chứng tỏ rằng hàm số f(x) = |x − 6| liên tục tại mọi nơi nhưng không khả vi tại x = 6.
Hãy phác họa đồ thị của hàm số này.

3.1.10. Cho

f(x) =


0 x ≤ 0
x−2
x−3 0 < x < 3
x
2 x ≥ 3.

Dùng định nghĩa của đạo hàm, tìm f ′(x) khi x > 3. Hàm số có khả vi tại x = 3 hay không?

3.2 Các công thức cho đạo hàm

3.2.1 Đạo hàm của hàm hợp

Giả sử ta muốn tính đạo hàm của hàm y = (x2 + 1)100. Ta có thể khai triển hàm này
thành dạng một đa thức rồi áp dụng các công thức đạo hàm, nhưng công thức sẽ rất dài
dòng vì số mũ quá lớn. Ta có một cách tiếp cận khác dùng khái niệm hàm hợp như sau.
Ta đặt u = x2 + 1, thì y = u100. Ta biết cách tính đạo hàm của u theo x và đạo hàm của
y theo u. Liệu ta có tính được đạo hàm của hàm hợp y theo x?

Dùng kí hiệu vi phân của Leibniz, ta có thể đặt vấn đề như sau: Giả sử y là hàm của
u, và u là hàm của x, thì tỉ lệ thay đổi của y so với x bằng bao nhiêu? Ta có một lý luận
đơn giản như sau. Ta viết:

∆y

∆x
=

∆y

∆u
· ∆u

∆x
.

Với giả thiết u khả vi theo x thì u liên tục theo x, nên ∆u→ 0 khi ∆x→ 0. Lấy giới hạn
khi ∆x→ 0 ta được

dy

dx
=
dy

du
· du
dx
.

Lý luận này không thực hiện được nếu ∆u = 0. Ta sẽ đưa ra một chứng minh đầy đủ dưới
đây.
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Định lý 3.2.1 (Quy tắc mắc xích). Nếu hàm số g khả vi tại x và hàm số f khả vi tại
g(x) thì hàm hợp F (x) = f(g(x)) khả vi tại x và

F ′(x) = f ′(g(x))g′(x)

hay
(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x).

Chứng minh. Nếu f bất kì khả vi tại x = a thì

lim
∆x→0

f(a+ ∆x)− f(a)

∆x
= f ′(a).

Đặt

ε(∆x) =
f(a+ ∆x)− f(a)

∆x
− f ′(a),

thì lim∆x→0 ε(∆x) = 0, và ta viết được

∆y = f(a+ ∆x)− f(a) = f ′(a)∆x+ ε(∆x)∆x = [f ′(a) + ε(∆x)]∆x.

Đặt u = g(x) và y = f(u), áp dụng điều trên, thì

∆u = [g′(a) + ε1(∆x)]∆x

với ε1(∆x)→ 0 khi ∆x→ 0, và

∆y = [f ′(b) + ε2(∆u)]∆u

với ε2(∆u)→ 0 khi ∆u→ 0. Kết hợp ta được

∆y = [f ′(b) + ε2(∆u)][g′(a) + ε1(∆x)]∆x.

Do đó
∆y

∆x
= [f ′(b) + ε2(∆u)][g′(a) + ε1(∆x)].

Lấy giới hạn

lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(b)g′(a) = f ′(g(a))g′(a).

Đây là công thức đạo hàm của hàm hợp.

Ví dụ 3.2.2. Bây giờ ta quay lại câu hỏi lúc nãy, tính đạo hàm của y = (x2 + 1)100. Với
u = x2 + 1, ta có

dy

dx
=
dy

du
· du
dx

= 100u992x = 100(x2 + 1)992x.

Viết cách khác, nếu ta đặt f(x) = x100, g(x) = x2 + 1, thì

[(x2 + 1)100]′ = (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x)

= f ′(x2 + 1)(x2 + 1)′ = 100(x2 + 1)992x.

Ví dụ 3.2.3. Ta tính được

((x3 − 4x2 + 1)5)′ = 5(x3 − 4x2 + 1)4(x3 − 4x2 + 1)′ = 5(x3 − 4x2 + 1)4(3x2 − 8x).
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3.2.2 Đạo hàm của hàm ngược

Nếu hàm số x = g(y) là hàm ngược của hàm số y = f(x) thì ta có

g(f(x)) = x.

Nếu cả hai hàm đều khả vi thì lấy đạo hàm hai vế của đẳng thức trên và áp dụng quy tắc
đạo hàm của hàm hợp ta được

g′(f(x))f ′(x) = 1

hay
g′(y)f ′(x) = 1.

Vậy ta có một công thức đơn giản:

g′(y) =
1

f ′(x)
.

Khảo sát trên giả sử sự khả vi của hàm ngược. Không dùng giả sử này ta có thể dùng
định lý sau:

Định lý 3.2.4. Giả sử f : (a, b)→ (c, d) là một song ánh liên tục và f−1 là hàm số ngược
của f . Nếu f có đạo hàm tại x ∈ (a, b) và f ′(x) 6= 0, thì f−1 có đạo hàm tại y = f(x), và

(f−1)′(y) =
1

f ′(x)
.

Chứng minh. Theo định nghĩa thì

(f−1)′(y) = lim
h→0

f−1(y + h)− f−1(y)

h
.

Đặt x = f−1(y) và x+k = f−1(y+h) thì h = f(x+k)−f(x) và k = f−1(y+h)−f−1(y).
Ta sử dụng một tính chất là nếu một song ánh trên một khoảng là liên tục thì ánh xạ
ngược cũng liên tục (chứng minh tính chất này khó hơn mức của môn học này một chút,
người đọc có thể xem chẳng hạn ở [Spi94, tr. 247]). Vì f−1 là liên tục nên khi h → 0 thì
k → 0. Ta có thể viết

(f−1)′(y) = lim
h→0

f−1(y + h)− f−1(y)

h
= lim

h→0

k

f(x+ k)− f(x)

= lim
h→0

1
f(x+k)−f(x)

k

= lim
k→0

1
f(x+k)−f(x)

k

=
1

f ′(x)
.

3.2.3 Đạo hàm của hàm sơ cấp

Đạo hàm của hàm lượng giác

Ví dụ 3.2.5. Ta tính đạo hàm của hàm sin. Ta có

sin′(x) = lim
h→0

sin(x+ h)− sinx

h
= lim

h→0

sinx cosh+ sinh cosx− sinx

h

= sinx lim
h→0

cosh− 1

h
+ cosx lim

h→0

sinh

h
.



48 CHƯƠNG 3. PHÉP TÍNH VI PHÂN

Ta đã biết giới hạn đặc biệt (2.2.1):

lim
h→0

sinh

h
= 1.

Bên cạnh đó

lim
h→0

cosh− 1

h
= lim

h→0

− sin2(h2 )

h
= lim

h→0

− sin2(h2 )

(h2 )2
· h

4

= lim
h→0
−
(sin(h2 )

h
2

)2
· h

4
= 1 · 0 = 0.

Vậy

sin′ x = cosx.

Ví dụ 3.2.6. Ta tính đạo hàm của hàm cos. Vì cosx = sin(π2 − x) nên theo đạo hàm của
hàm hợp:

cos′ x = sin′(
π

2
− x)(

π

2
− x)′ = − cos(

π

2
− x) = − sinx.

Vậy

cos′ x = − sinx.

Ví dụ 3.2.7. Ta tính đạo hàm của hàm tan. Vì tan = sin
cos nên dùng công thức đạo hàm

của thương ta được:

tan′ x =
sin′ x cosx− sinx cos′ x

cos2 x
=

cosx cosx− sinx(− sinx)

cos2 x
=

1

cos2 x
.

Vậy

tan′ x =
1

cos2 x
.

Ví dụ 3.2.8. Xét hàm số x = g(y) = arcsin y với −1 < y < 1, là hàm số ngược của hàm
số y = f(x) = sinx, −π

2 < x < π
2 . Theo công thức đạo hàm của hàm số ngược ta có

g′(y) =
1

f ′(x)
=

1

cosx
=

1√
1− sinx2

=
1√

1− y2
.

Vậy

arcsin′ x =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1).

Tương tự ta cũng tính được

arccos′ x = − 1√
1− x2

, x ∈ (−1, 1).

arctan′ x =
1√

1 + x2
, x ∈ R.
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Đạo hàm của hàm mũ và hàm log

Trong các tài liệu nâng cao hơn như [TPTT02, tr. 83], người ta có thể chứng minh được

(ex)′ = ex.

Công thức đơn giản này là lí do chính mà cơ số e được dùng phổ biến hơn các cơ số khác.
Từ công thức trên ta tính được ngay đạo hàm của hàm mũ với cơ số a bất kì:

(ax)′ = (eln ax)′ = (ex ln a)′ = ex ln a(x ln a)′ = ex ln a ln a = ax ln a.

Vậy
(ax)′ = ax ln a.

Ví dụ 3.2.9. Xét hàm số x = g(y) = loga y, với a > 0 và a 6= 1. Đây là hàm số ngược
của hàm số y = f(x) = ax. Theo công thức đạo hàm của hàm số ngược ta có

g′(y) =
1

f ′(x)
=

1

ax ln a
=

1

y ln a
.

Vậy

(loga x)′ =
1

x ln a
.

Đặc biệt

(lnx)′ =
1

x
.

Đạo hàm của hàm lũy thừa

Xét hàm y = xr trong đó r là một số thực bất kì và x > 0. Ta viết được, dùng đạo hàm
của hàm hợp:

(xr)′ = (elnxr)′ = (er lnx)′ = er lnx(r lnx)′ = xr
r

x
= rxr−1.

Vậy đây là công thức chung cho đạo hàm của hàm lũy thừa bất kì:

(xr)′ = rxr−1, x > 0.

Ví dụ 3.2.10. Với x > 0 thì

(
√
x)′ = (x

1
2 )′ =

1

2
x−

1
2 =

1

2
√
x
.

Ví dụ 3.2.11. Chú ý là trong trường hợp cụ thể công thức đạo hàm của hàm lũy thừa
có thể đúng trên tập lớn hơn. Chẳng hạn với x < 0 thì

( 3
√
x)′ = −( 3

√
−x)′ = −((−x)1/3)′ = −1

3
(−x)−2/3(−x)′ =

1

3( 3
√
x)2

.

Vậy

( 3
√
x)′ =

1

3( 3
√
x)2

, x 6= 0.
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3.2.4 Đạo hàm của hàm ẩn

Với một hàm số y = f(x) thì giá trị của y phụ thuộc theo giá trị x và sự phụ thuộc này
được biểu diễn một cách rõ ràng theo quy luật được cho bởi f , ta nói y là một hàm hiện
(hay tường minh) của x. Tuy nhiên có rất nhiều sự phụ thuộc của y vào x mà ở đó chúng
ta không có sẵn một công thức cụ thể f để biểu diễn sự phụ thuộc này, khi đó người ta
thường nói y là hàm ẩn của x. Dưới những điều kiện nhất định ta vẫn có thể tính được
đạo hàm của hàm ẩn. Điều này được minh họa trong ví dụ sau.

Ví dụ 3.2.12. Cho y phụ thuộc vào x theo phương trình

x3 + y3 = 6y.

Nếu muốn tính công thức hiện y theo x ta sẽ giải một phương trình bậc 3, một việc không
dễ. Với giả thiết là y khả vi theo x (giả thiết này là đúng dưới những điều kiện dễ thỏa
và dễ giải thích, được trình bày trong môn vi tích phân hàm nhiều biến, xem [Bmgt2]),
lấy đạo hàm của cả hai vế phương trình theo x, thì ta được

3x2 + 3y2y′(x) = 6y′(x).

Từ đó
(3y2 − 6)y′(x) = −3x2.

Ta vẫn chưa tính được đạo hàm y′(x) một cách tường minh theo x, tuy nhiên tại mỗi điểm
(x, y) cụ thể cho trước ta có thể tìm được giá trị của y′(x). Chẳng hạn tại điểm ( 3

√
5, 1)

thỏa phương trình x3 + y3 = 6y ta có

(3 · 1− 6)y′(
3
√

5) = −3
3
√

25

nên
y′(

3
√

5) =
3
√

25.

3.2.5 Đạo hàm bậc cao

Nếu f có đạo hàm f ′ trong một khoảng nào đó thì f ′ cũng là một hàm. Nếu f ′ có đạo
hàm thì đạo hàm này được gọi là đạo hàm cấp hai của f . Ta ký hiệu f ′′ = (f ′)′.

Ví dụ 3.2.13. Đạo hàm cấp một của hàm số f(x) = x3+3x2+3x+1 là f ′(x) = 3x2+6x+3.
Đạo hàm cấp một của f ′ là f ′′(x) = (f ′)′(x) = (3x2 + 6x+ 3)′ = 6x+ 6.

Đạo hàm cấp hai cho tốc độ biến thiên của đạo hàm cấp một.

Ví dụ 3.2.14. Xét hàm vị trí của vật trong không gian theo thời gian, thì đạo hàm bậc
một là vận tốc chuyển động của vật, còn đạo hàm bậc hai là vận tốc thay đổi của vận tốc
của vật, tức là gia tốc. Nếu gia tốc dương thì vận tốc của vật đang tăng, tức là vật đang
tăng tốc. Ngược lại gia tốc âm thì vận tốc của vật đang giảm, vật đang giảm tốc.

Giả sử đạo hàm cấp (n− 1) được xác định, ký hiệu f (n−1), ta định nghĩa đạo hàm cấp
n của f , ký hiệu là f (n), là đạo hàm của đạo hàm cấp (n− 1), tức là f (n) =

[
f (n−1)

]′
.

Ví dụ 3.2.15. Tính đạo hàm đến cấp n của hàm f(x) = sinx.
Ta có f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − sinx, f (3)(x) = − cosx, f (4)(x) = sinx, f (5)(x) = cosx.

Ta nhận thấy các đạo hàm này lặp lại xoay vòng sau 4 lần lấy đạo hàm. Kết luận này có
thể được trình bày chặt chẽ bằng cách dùng phép qui nạp toán học.
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Ví dụ 3.2.16. Không phải hàm nào cũng có đạo hàm cấp hai, cũng như không phải hàm
nào cũng có đạo hàm cấp một. Xét hàm số sau

f(x) =


x2

2
, x ≥ 0,

−x2

2
, x < 0.

Cả hai nhánh của hàm này đều bằng không tại điểm rẽ x = 0 nên f là hàm liên tục. Hơn
nữa, ta còn tính được

f ′(x) =

{
x, x ≥ 0,

−x, x < 0.

Ta thấy f ′(x) = |x|. Như đã tìm hiểu ở phần trên, hàm |x| không có đạo hàm tại x = 0.
Điều đó có nghĩa là f ′′(0) không tồn tại.

Bài tập

3.2.1. Tìm đạo hàm của các hàm số sau:

(a) −7x3

(b) 12x−2

(c) 3x−3/2

(d) 1
2

√
x

(e) 3x2 − 9x+ 7x2/5 − 3x1/2

(f) 4x5 − 3x1/2

(g) (x2 + 1)(x2 + 3x+ 2)

(h) (x1/2 + x−1/2)(4x5 − 3
√
x)

(i)
1

x2 +
√
x

(j)
√
x sinx

(k)
x

1 + tanx

(l)
cosx

1− sinx

(m) (x4 + 3x2 − 2)5

(n) 3
√
x3 + sinx

(o) cos(a2 + x2)

(p) a3 + cos3 x

(q) (x2 + 1)3(sinx)2

(r) sin
√
x2 + 1

(s) x sin 1
x

(t) cos4(sin3 x)

(u) cos
√

sin(tanπx)

(v) y = sin(sinx), tại (π, 0)

(w) y = sinx+ sin2 x, tại (0, 0)

(x) 2018
√

ln (2017 + x2) e2014x

(y)
ee

ex

3.2.2. Hãy tìm phương trình của tiếp tuyến với đồ thị của mỗi hàm số sau tại giá trị x cho trước.

(a) f(x) = x2, x = 3

(b) f(x) = x
x2+2 , x = 1.

3.2.3. Cho hàm g khả vi, g′(1) = g(1) = 1. Cho f = 2g · (g ◦ g2). Tìm f ′(1).

3.2.4. Cho F (x) = f(x(f(xf(x)))), với f(1) = 2, f(2) = 3, f ′(1) = 4, f ′(2) = 5, f ′(3) = 6. Tìm
F ′(1).

3.2.5. Cho hai hàm số g(x) = 3
√
x+ 5 và h(x) = 3−x+1. Tính đạo hàm của g, h, và g ◦ h.

3.2.6. Cho

g (x) =
x11

x10 + 2

và cho h là hàm ngược của g. Tính h′(1/3).
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3.2.7. Cho u(x) =
√
x3 + x2 + x+ 1 và cho v là hàm ngược của u. Tính v′(1).

3.2.8. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị của hàm số y được cho bởi phương trình ẩn:

(a) x3 + y3 = 6xy tại điểm (3, 3)

(b) x2 + y2 = 25 tại điểm (3,−4)

(c) x2 + y2 = 2 tại điểm (1, 1)

(d) x2 + y2 = 1 + y tanx tại điểm (0, 1)

(e) y sin 2x = x cos 2y tại điểm (π/2, π/4)

(f) sin(x+ y) = 2x− 2y tại điểm (π, π)

(g) x2 + y2 = (2x2 + 2y2 − x)2 (đường hình trái tim) tại điểm (0, 1/2)

(h) x2(x2 + y2) = y2 tại (1/
√

2, 1/
√

2)

3.2.9. Một cái thang dài 50 mét đang dựa vào tường. Khi đỉnh thang đang ở cách nền 30 mét thì
thang bị trượt, đỉnh thang tuột xuống với vận tốc 3 mét mỗi giây. Hỏi đáy thang trượt xa khỏi
bức tường với vận tốc bao nhiêu?

3.2.10. Hãy tính đạo hàm cấp 3 của hàm số
sinx

1 + x2
.

3.2.11. Hãy tính đạo hàm cấp 3 của hàm số
cosx

ex
.

3.2.12. Hãy tìm đạo hàm cấp n của mỗi hàm sau:

(a) f(x) = x10 + 2x9 + 1

(b) f(x) = 1
x+1

(c) f(x) = 1
x−2

(d) f(x) = lnx

(e) f(x) = sinx

(f) f(x) = sinxex

(g) f(x) = lnxex

(h) f(x) = (x5 + 1)(x6 + 2x)(x7 + sinx)

(i) f(x) = 1
x2−4

(j) f(x) = 1
x2−9 .

3.2.13 (Công thức Leibniz cho đạo hàm của tích). Bằng phương pháp quy nạp toán học
hãy chứng minh công thức hữu ích sau trong tính toán đạo hàm cấp cao. Nếu f và g có đạo hàm
đến cấp n thì hàm số tích f · g có đạo hàm đến cấp n và

(f · g)(n) =

n∑
k=0

Cknf
(k) · g(n−k).

Ở đây Ckn = n!
k!(n−k)! .

3.2.14. Sử dụng công thức Leibniz cho đạo hàm của tích, tính đạo hàm cấp 100 của hàm f(x) =
x3 sinx tại x = 0.



Chương 4

Ứng dụng của đạo hàm

4.1 Cực trị của hàm số

Một trong những ứng dụng quan trọng nhất của phép tính vi phân là các bài toán tối ưu
hoá, trong đó chúng ta cần phải tìm cách thức tối ưu (tốt nhất) để làm một việc gì đó.
Việc này có thể đưa về bài toán tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của một hàm số.

Định nghĩa 4.1.1. Cho hàm f xác định trên miền D. Tại c ∈ D nếu f(c) ≥ f(x) với mọi
x thuộc D thì ta nói f có cực đại toàn cục, hay cực đại tuyệt đối, hay giá trị lớn
nhất là f(c) xảy ra tại c. Tương tự, f có cực tiểu toàn cục, hay cực tiểu tuyệt đối,
hay giá trị nhỏ nhất là f(c) xảy ra tại c ∈ D nếu f(c) ≤ f(x) với mọi x thuộc D.

Nếu f(c) ≥ f(x) với mọi x thuộc một khoảng mở (a, b) chứa c thì ta nói f có cực đại
địa phương, hay cực đại tương đối tại c. Nếu f(c) ≤ f(x) với mọi x thuộc một khoảng
mở (a, b) chứa c thì ta nói f có cực tiểu địa phương, hay cực tiểu tương đối tại c.

Cực đại và cực tiểu của được gọi chung là cực trị. Điểm tại đó xảy ra cực trị thường
được gọi là điểm cực trị.

Một cách trực quan, trên một đồ thị thì cực đại toàn cục xảy ra tại điểm cao hơn hay
bằng mọi điểm khác trên đồ thị, trong khi cực đại địa phương xảy ra tại điểm cao hơn
hay bằng mọi điểm khác trong một lân cận nào đó, xem Hình 4.1.1.

Với định nghĩa trên thì một giá trị có thể là cực trị toàn cục nhưng không phải là cực
trị địa phương, khi nó xảy ra ở điểm biên của miền xác định.

Ví dụ 4.1.2. Xét f(x) = x2 trên miền xác định R, xem Hình 4.1.2. Vì f(x) ≥ f(0) với
mọi x nên f(0) = 0 là cực tiểu toàn cục và là cực tiểu địa phương của f . Tuy nhiên không
có điểm cao nhất trên parabol và do đó hàm số này không có giá trị cực đại.

Nếu chỉ xét miền xác định là [−1, 2] thì f có một cực tiểu địa phương ở x = 0, một
cực tiểu toàn cục ở x = 0, một cực đại toàn cục ở x = 2, và không có cực đại địa phương.

Ví dụ 4.1.3. Hàm số f(x) = x3 không có cực trị, xem Hình 4.1.3.

Trong các hình vẽ ta thấy nếu tại điểm cực trị đồ thị của hàm có tiếp tuyến thì tiếp
tuyến sẽ nằm ngang. Điều này không đáng ngạc nhiên với lí luận sau: gần điểm cực trị,
nếu trước đó hàm đã tăng thì qua điểm cực trị không thể tiếp tục tăng, còn nếu trước đó
đã giảm thì qua điểm cực trị không thể tiếp tục giảm, do đó đạo hàm phải đổi dấu khi đi
qua c, do đó phải bằng 0 tại c. Lí luận đơn giản này giả thiết tính liên tục của đạo hàm,
tuy nhiên kết quả đúng mà không cần giả thiết này:

Định lý 4.1.4 (Định lý Fermat). Nếu f có cực trị địa phương tại c và f ′(c) tồn tại thì
f ′(c) = 0.

53
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Hình 4.1.1: Cực tiểu tuyệt đối f(a), cực đại tuyệt đối f(d), cực tiểu địa phương f(c) và
f(e), cực đại địa phương f(b) và f(d).

Hình 4.1.2: Giá trị cực tiểu 0, không có cực đại.

Như vậy tại cực trị địa phương đạo hàm phải bằng 0. Đây là một quan sát then
chốt trong ứng dụng của đạo hàm.

Chứng minh. Giả sử rằng f có cực đại địa phương tại c. Ta có nếu như h đủ gần 0 (h có
thể âm hoặc dương) thì

f(c) ≥ f(c+ h).

Vậy nếu h đủ nhỏ và h > 0 thì

f(c+ h)− f(c)

h
≤ 0.
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Hình 4.1.3: Không có cực tiểu, không có cực đại.

Lấy giới hạn phải của cả hai vế của bất đẳng thức ta có

f ′(c) = lim
h→0+

f(c+ h)− f(c)

h
≤ 0.

Tương tự nếu h đủ nhỏ và h < 0 thì

f(c+ h)− f(c)

h
≥ 0.

Lấy giới hạn trái hai vế của bất đẳng thức ta được

f ′(c) = lim
h→0−

f(c+ h)− f(c)

h
≥ 0.

Như thế ta buộc phải có f ′(c) = 0.
Chứng minh tương tự cho trường hợp f có cực tiểu địa phương là tương tự.

Điểm tại đó đạo hàm bằng 0 còn được gọi là một điểm dừng của hàm (vì nếu coi đạo
hàm là vận tốc của chuyển động thì dừng chuyển động có nghĩa là vận tốc bằng 0). Điểm
tại đó đạo hàm bằng 0 hoặc không tồn tại được gọi là một điểm tới hạn của hàm.

Ví dụ 4.1.5. Hàm số f(x) = |x| có điểm tới hạn x = 0 vì f ′(0) không tồn tại.

Định lý Fermat có thể được viết lại là cực trị địa phương chỉ xảy ra tại điểm tới
hạn.

Ví dụ 4.1.6. Giả sử ta biết hoặc dự đoán hàm f(x) = 2x4− 8x2− 17 có giá trị nhỏ nhất.
Ta tìm giá trị đó.

Điểm x mà ở đó hàm f đạt cực tiểu toàn cục cũng là điểm tại đó hàm đạt cực tiểu địa
phương, do miền xác định của hàm f là một khoảng mở (−∞,∞). Theo Định lý Fermat,
điểm này phải là một điểm dừng, tức là f ′(x) = 0. Giải phương trình ta được

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 8x3 − 16x = 0 ⇐⇒ 4x(x2 − 2) = 0 ⇐⇒ x = 0 ∨ x =
√

2 ∨ x = −
√

2.

Tính giá trị f(0) = −17, f(
√

2) = f(−
√

2) = −25 ta kết luận giá trị nhỏ nhất của hàm f ,
nếu có, là −25.
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4.1.1 Sự tồn tại giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất

Dưới đây là một điều kiện đủ quan trọng cho sự tồn tại cực trị toàn cục.

Định lý 4.1.7 (Định lý cực trị toàn cục). Nếu f liên tục trên một khoảng đóng [a, b]
thì f đạt giá trị cực đại toàn cục f(c) và giá trị cực tiểu toàn cục f(d) tại các số c và d
nào đó trong [a, b].

Nói ngắn gọn: Một hàm liên tục trên một đoạn đóng thì có giá trị lớn nhất
và giá trị nhỏ nhất.

Định lý này là hệ quả của tính đầy đủ của đường thẳng thực. Chứng minh thường có
trong các giáo trình nâng cao hơn như [Kha96, tr. 56].

Từ định lý này ta đưa ra thuật toán sau:

Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của một hàm trên một khoảng
đóng [a, b]:

Bước 1: Tìm các điểm tới hạn bên trong khoảng mở (a, b).

Bước 2: Tính các giá trị của hàm tại các điểm tới hạn tìm được ở Bước 1 và tại
các điểm mút a và b.

Bước 3: Số lớn nhất trong các số tìm được ở Bước 2 là giá trị lớn nhất của hàm,
số nhỏ nhất là giá trị nhỏ nhất của hàm.

Ví dụ 4.1.8. Tiếp tục Ví dụ 4.1.6, ta tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm
f(x) = 2x4 − 8x2 − 17 trên đoạn [−1, 3].

Trong khoảng mở (−1, 3) hàm f có hai điểm tới hạn là 0 và
√

2. Ta tính được f(0) =
−17, f(

√
2) = −25, f(−1) = −23, f(3) = 73. Vậy giá trị nhỏ nhất là −25 và giá trị lớn

nhất là 73.
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4.1.2 Các định lý giá trị trung bình

Định lý 4.1.9 (Định lý Rolle). Nếu hàm f liên tục trên đoạn [a, b], khả vi trong khoảng
(a, b), và f(a) = f(b), thì tồn tại một số thực c thuộc (a, b) sao cho f ′(c) = 0.

Định lý Rolle khẳng định một điều dễ thấy trực quan: Nếu một đường cong đồ thị
liên tục nối hai điểm có cùng cao độ thì sẽ có một điểm trên đồ thị tại đó tiếp tuyến nằm
ngang.

Hình 4.1.4: Minh họa Định lý Rolle.

Giải thích nguồn gốc của Định lý Rolle cũng đơn giản: hàm liên tục trên một đoạn thì
có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất, nếu giá trị của hàm tại hai đầu của đoạn xác định
bằng nhau thì một trong hai giá trị cực trị toàn cục trên phải xảy ra bên trong, do đó là
cực trị địa phương, xảy ra tại một điểm dừng.

Chứng minh. Ta xét ba trường hợp.

(a) Trường hợp f là một hàm hằng, f = f(a): Khi đó với mọi x ∈ (a, b) thì f ′(x) = 0,
do đó ta có thể chọn c bất kì trong khoảng (a, b).

(b) Trường hợp f(x) > f(a) với một x nào đó trong khoảng (a, b): Theo Định lý cực trị
toàn cục 4.1.7, f có một giá trị cực đại toàn cục tại một điểm nào đó trong đoạn
[a, b]. Vì f(a) = f(b) nên giá trị cực đại toàn cục này phải đạt tại một số c trong
khoảng mở (a, b). Khi đó f có cực đại địa phương tại c. Suy ra f ′(c) = 0 theo Định
lý Fermat.

(c) Trường hợp f(x) < f(a) với một x nào đó trong khoảng (a, b): Tương tự, theo Định
lý cực trị toàn cục 4.1.7, f có một giá trị cực tiểu toàn cục trong đoạn [a, b] và vì
f(a) = f(b) giá trị cực tiểu toàn cục này đạt tại một số c trong khoảng (a, b), do đó
f có cực tiểu địa phương tại c và như vậy f ′(c) = 0 theo Định lý Fermat.
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Định lý 4.1.10 (Định lý giá trị trung bình – Định lý Lagrange). Nếu hàm f liên
tục trên đoạn [a, b] và khả vi trong khoảng (a, b) thì có c thuộc (a, b) sao cho

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Đây là một dạng thường dùng của các định lý giá trị trung bình.
Ý nghĩa hình học của định lý này là như sau: Ở Hình 4.1.5, hệ số góc của đường

cát tuyến AB là f(b)−f(a)
b−a và f ′(c) là hệ số góc của tiếp tuyến tại điểm (c, f(c)), Định lý

Lagrange nói rằng có ít nhất một điểm P (c, f(c)) trên đồ thị mà tiếp tuyến tại đó song
song với đường cát tuyến AB. Một cách trực quan, Định lý Lagrange cho một “phiên bản
nghiên” của Định lý Rolle.

Hình 4.1.5: Minh họa Định lý Lagrange.

Chứng minh. Áp dụng Định lý Rolle cho hàm

g(x) = f(x)− [f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a)].

Hàm g này chẳng qua là hiệu giữa hàm f với hàm tuyến tính có đồ thị là đường cát tuyến
nối hai điểm (a, f(a)) và (b, f(b)).

Ta còn có một phát triển hơn mà ta sẽ dùng về sau:

Định lý 4.1.11 (Định lý giá trị trung bình Cauchy). Nếu hai hàm f và g liên tục
trên đoạn [a, b] và khả vi trong khoảng (a, b) thì tồn tại điểm c thuộc (a, b) sao cho

[f(b)− f(a)] g′(c) = [g(b)− g(a)] f ′(c). (4.1.1)
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Nếu g(b) 6= g(a) và với mọi x ∈ (a, b) ta có g′(x) 6= 0, thì đẳng thức trên có thể được
viết dưới dạng

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
. (4.1.2)

Chứng minh. Áp dụng Định lý Rolle cho hàm

h(x) = (f(b)− f(a))g(x)− (g(b)− g(a))f(x).

Từ Định lý giá trị trung bình ta được một hệ quả quan trọng:

Hệ quả 4.1.12. Nếu f ′(x) = 0 với mọi x trong khoảng (a, b) thì f là hàm hằng trên
khoảng (a, b).

Chứng minh. Với x1 và x2 bất kì thuộc khoảng (a, b), ta chứng tỏ f(x1) = f(x2). Giả
sử x1 < x2. Áp dụng Định lý giá trị trung bình cho hàm f trên đoạn [x1, x2] ta được
f(x1) − f(x2) = f ′(c)(x1 − x2) với một c nào đó trong khoảng (x1, x2). Vì f ′(c) = 0 nên
ta được f(x1) = f(x2).

Một hệ quả đáng chú ý nữa là:

Hệ quả 4.1.13. Nếu f ′(x) = g′(x) với mọi x trong khoảng (a, b), thì f − g là hàm hằng
trên khoảng (a, b); nghĩa là f và g sai khác một hằng số.

Chứng minh. Áp dụng hệ quả trên cho hàm f − g.

Bài tập

4.1.1. Tìm các điểm tới hạn của hàm số.

(a) f(x) = 4 + 1
3x−

1
2x

2.

(b) f(x) = x3 − 16x2 − 15x.

(c) f(x) = 2x3 − 3x2 − 36x.

(d) f(x) = 2x3 + x2 + 2x.

(e) g(t) = t4 + t3 + t2 + 1.

(f) g(t) = |3t− 4|.

(g) g(y) = y−1
y2−y+1 .

(h) h(p) = p−1
p2+4 .

(i) h(t) = t3/4 − 2t1/4.

(j) g(x) = x1/3 − x−2/3.

4.1.2. Cho công thức của đạo hàm của hàm f . Hỏi f có bao nhiêu số tới hạn?

(a) f ′(x) = 1 + 210 sin x
x2−6x+10 .

(b) f ′(x) = 100 cos2 x
10+x2 − 1.

4.1.3. Hãy kiểm tra rằng hàm số thoả mãn ba giả thiết của định lý Rolle trên khoảng cho trước.
Sau đó tìm tất cả các số c thoả mãn kết luận của Định lý Rolle.

(a) f(x) = 5− 12x+ 3x2, [1, 3].

(b) f(x) = x3 − x2 − 6x+ 2, [0, 3].

(c) f(x) =
√
x− 1

3x, [0, 9].

(d) f(x) = cos 2x, [π/8, 7π/8].

4.1.4. Cho f(x) = 1− x2/3. Chứng tỏ rằng f(−1) = f(1) nhưng không tồn tại số c trong khoảng
(−1, 1) sao cho f ′(c) = 0. Tại sao điều này không mâu thuẫn với Định lý Rolle?
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4.1.5. Cho f(x) = tanx. Chứng tỏ rằng f(0) = f(π) nhưng không tồn tại số c trong khoảng (0, π)
sao cho f ′(c) = 0. Tại sao điều này không mâu thuẫn với định lý Rolle?

4.1.6. Cho f(x) = (x − 3)−2. Chứng tỏ rằng không tồn tại c trong khoảng (1, 4) sao cho f(4) −
f(1) = f ′(c)(4− 1). Tại sao điều này không mâu thuẫn với định lý Lagrange?

4.1.7. Cho f(x) = 2− |2x− 1|. Chứng tỏ rằng không tồn tại c sao cho f(3)− f(0) = f ′(c)(3− 0).
Tại sao điều này không mâu thuẫn với định lý Lagrange?

4.1.8. Chứng tỏ rằng phương trình có duy nhất một nghiệm thực.

(a) 2x+ cosx = 0

(b) 2x− 1− sinx = 0

4.1.9. Chứng tỏ rằng phương trình x3−15x+ c = 0 có nhiều nhất một nghiệm trong đoạn [−2, 2].

4.1.10. Chứng tỏ rằng phương trình x4 + 4x+ c = 0 có nhiều nhất hai nghiệm.

4.1.11. Cho f(x) = x(x2 − 1)(x2 − 4). Tìm số nghiệm của phương trình f ′(x) = 0.

4.1.12. Chứng tỏ rằng một đa thức bậc n có nhiều nhất n nghiệm thực.

4.1.13. Sử dụng Định lý giá trị trung bình để chứng minh bất đẳng thức

| sin a− sin b| ≤ |a− b| với mọi a và b.

4.1.14. Chứng tỏ nếu f khả vi trên R và f ′(x) < 1 với mọi x thì f có nhiều nhất một điểm bất
động (tức điểm x tại đó f(x) = x).

4.1.15. Hai vận động viên bắt đầu chạy cùng lúc và đến đích cùng lúc. Chứng tỏ rằng tại một
thời điểm nào đó trong quãng đường chạy họ có cùng vận tốc.

4.2 Đạo hàm và tính chất của hàm

4.2.1 Tính tăng, giảm, và cực trị

Một hàm số được gọi là tăng nếu giá trị của biến tăng thì giá trị của hàm không giảm:

x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2).

Một hàm số được gọi là tăng ngặt nếu giá trị của biến tăng thì giá trị của hàm tăng: 1

x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2).

Về mặt hình học, nếu hàm là tăng ngặt thì đồ thị của hàm sẽ hướng lên khi đi từ trái
sang phải.

Tương tự, hàm được gọi là giảm nếu giá trị của biến tăng thì giá trị của hàm không
tăng:

x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2),

và là giảm ngặt nếu giá trị của biến tăng thì giá trị của hàm giảm:

x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).

Đồ thị của hàm giảm ngặt sẽ hướng xuống khi đi từ trái sang phải.
Ta có một công cụ hiệu quả bằng vi phân để phát hiện tính chất tăng giảm. Về cơ bản,

định lý sau nói một điều đơn giản là hàm tăng thì đạo hàm lớn hơn hay bằng 0. Người
học có thể thấy được một lý luận nhanh trong trường hợp đơn giản: đạo hàm dương dẫn
tới tỉ lệ biến thiên ∆y

∆x dương, do đó biến thiên của giá trị của hàm ∆y phải dương khi
biến thiên của giá trị của biến ∆x là dương, tức là hàm là tăng. Những lý luận nhanh cho
trường hợp đơn giản như vậy giúp chúng ta hiểu dễ dàng hơn và nhanh chóng hơn nội
dung chính của kết quả.

1Một số tài liệu như [Ste16] định nghĩa hàm tăng tương ứng với hàm tăng ngặt trong tài liệu này.
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Định lý 4.2.1. Giả sử f liên tục trên đoạn [a, b] và khả vi trên khoảng (a, b). Hàm f là
tăng trên [a, b] khi và chỉ khi f ′ ≥ 0 trên (a, b). Hàm f là giảm trên [a, b] khi và chỉ khi
f ′ ≥ 0 trên (a, b).

Chứng minh. Giả sử f là hàm tăng. Đạo hàm của f là giới hạn của tỉ lệ thay đổi
f(x+∆x)−f(x)

∆x . Lấy ∆x > 0 thì f(x + ∆) ≥ f(x), do đó tỉ lệ trên lớn hơn hay bằng 0,
dẫn tới giới hạn f ′(x) phải lớn hơn hay bằng 0. Trường hợp hàm giảm rõ ràng là tương
tự.

Chiều ngược lại, lấy hai điểm bất kỳ x1, x2 trong đoạn [a, b]. Giả sử x1 < x2. Theo
Định lý giá trị trung bình 4.1.10, tồn tại c thuộc (x1, x2) để

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1).

Vì x2 − x1 > 0 nên f(x2) − f(x1) cùng dấu với f ′(c). Từ đây ta suy ra các kết luận của
định lý.

Chứng minh chặt chẽ và chính xác trên có thể giúp chúng ta thấy những điều mà lý
luận sơ lược trước đó không chỉ ra, chẳng hạn từ chứng minh trên ta có thể nhận thấy
một kết quả đáng chú ý khác: Nếu f ′ > 0 trên (a, b) thì f tăng ngặt trên (a, b).

Ta suy ra ngay một tiêu chuẩn rất hiệu quả, thường dùng để khảo sát tính tăng giảm
của hàm:

Định lý 4.2.2 (Tiêu chuẩn đạo hàm bậc nhất cho cực trị). Cho hàm số f liên tục
tại c và khả vi trong lân cận của c, nhưng không nhất thiết khả vi tại c. Giả sử c là một
điểm tới hạn của f .

(a) Nếu f ′(x) > 0 ở phía bên trái của c và f ′(x) < 0 ở phía bên phải của c thì f có cực
đại địa phương tại c.

(b) Nếu f ′(x) < 0 ở phía bên trái của c và f ′(x) > 0 ở phía bên phải của c thì f có cực
tiểu địa phương tại c.

(c) Nếu f ′(x) không đổi dấu quanh điểm c thì f không có cực trị tại c.

Giả sử hàm f có đạo hàm liên tục trên một khoảng, thì một điểm tới hạn của f trong
khoảng đó phải là một điểm dừng của f . Nếu a và b là hai điểm dừng liên tiếp của f ,
nghĩa là giữa a và b không có điểm dừng nào khác, thì f ′ phải luôn dương hoặc luôn âm
trên khoảng (a, b) (một hệ quả của Định lý giá trị trung gian 2.2.11), tức là f ′ không đổi
dấu trên (a, b). Nhận xét này cho chúng ta thuật toán sau.

Xét tính tăng giảm và tìm cực trị của một hàm có đạo hàm liên tục
trên một khoảng:

Bước 1: Tìm các điểm tới hạn của hàm, bằng cách giải phương trình f ′(x) = 0.

Bước 2: Xét dấu của đạo hàm f ′ quanh các điểm tới hạn tìm được ở Bước 1.
Trên khoảng giữa hai điểm tới hạn liên tiếp, dấu của f ′ được xác định bởi
dấu của f ′ tại một điểm bất kì trong khoảng đó. Nếu dấu của f ′ là dương
thì f tăng trong khoảng đó, nếu dấu của f ′ là âm thì f giảm trong khoảng
đó.

Bước 3: Tại một điểm tới hạn, nếu f ′ đổi từ âm sang dương thì f có cực tiểu
địa phương tại đó, nếu f ′ đổi từ dương sang âm thì f có cực đại địa phương
tại đó, nếu f ′ không đổi dấu thì f không có cực trị địa phương tại đó.
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Ví dụ 4.2.3. Tiếp tục Ví dụ 4.1.6, ta xét tính tăng giảm của hàm f(x) = 2x4− 8x2− 17.
Ta đã có f ′(x) = 8x3 − 16x và f có các điểm dừng tại x = 0, x = ±

√
2. Viết

f ′(x) = 8x(x2 − 2) ta dễ dàng xét dấu của f ′. Một cách khác là trên mỗi khoảng giữa hai
điểm dừng ta lấy một điểm tùy ý rồi tìm dấu của f ′ tại điểm đó. Chẳng hạn trên khoảng
(−
√

2, 0) thì f ′(−1) = 8 > 0, do đó f ′(x) > 0 với mọi x ∈ (−
√

2, 0). Ta trình bày thông
tin trong một bảng biến thiên:

x −∞ −
√

2 0
√

2 ∞
f ′(x) − 0 + 0 − 0 +
f(x) ↘ ↗ ↘ ↗

Ta có hai cực tiểu địa phương tại x = ±
√

2 và một cực đại địa phương tại x = 0.

4.2.2 Tính lồi, lõm, và điểm uốn

Ở phần này ta dùng đạo hàm bậc hai để khảo sát hàm.

Định lý 4.2.4 (Tiêu chuẩn đạo hàm bậc hai cho cực trị). Giả sử f có đạo hàm cấp
hai liên tục quanh điểm c và c là một điểm dừng của f .

(a) Nếu f ′′(c) > 0 thì f đạt cực tiểu địa phương tại c.

(b) Nếu f ′′(c) < 0 thì f đạt cực đại địa phương tại c.

Tiêu chuẩn này chỉ cần tính đạo hàm bậc hai tại điểm dừng mà không cần khảo sát
dấu của đạo hàm bậc nhất quanh điểm dừng.

Chứng minh. Nếu f ′′(c) > 0 thì do tính liên tục của f ′′, trong một khoảng nào đó chứa c
thì f ′′(x) > 0, do đó f ′ tăng ngặt trong khoảng đó. Vì f ′(c) = 0 nên f ′(x) < 0 bên trái c
và f ′(x) > 0 bên phải c. Vậy hàm f giảm bên trái c và tăng bên phải c, do đó f có cực
tiểu địa phương tại c, như trong Định lý 4.2.1.

Ví dụ 4.2.5. Tiếp tục Ví dụ 4.1.6, ta xét cực trị của hàm f(x) = 2x4 − 8x2 − 17.
Ta có f ′(x) = 8x3 − 16x và f có các điểm dừng tại x = 0, x = ±

√
2. Tính đạo hàm

bậc hai ta được f ′′(x) = 24x2 − 16. Ta tính được f ′′(0) < 0, f ′′(−
√

2) = f ′′(
√

2) > 0. Vậy
ta có hai cực tiểu địa phương tại x = ±

√
2 và một cực đại địa phương tại x = 0.

Định nghĩa 4.2.6 (hàm lồi – hàm lõm). Hàm f được gọi là lồi (convex) trên (a, b)
nếu với mọi x, y thuộc (a, b) và với mọi α thuộc [0, 1] thì

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y). (4.2.1)

Hàm f được gọi là hàm lõm (concave) trên (a, b) nếu với mọi x, y thuộc (a, b) và với
mọi α thuộc [0, 1] thì

f(αx+ (1− α)y) ≥ αf(x) + (1− α)f(y). (4.2.2)

Ý nghĩa hình học: Hàm lồi trên một khoảng nghĩa là mọi cung của đồ thị luôn nằm
dưới dây cung, tức là đồ thị giữa hai điểm bất kì luôn nằm dưới đoạn cát tuyến nối hai
điểm đó. 2

2Chú ý là một số tài liệu như [Ste16] dùng thuật ngữ hơi khác: lõm lên (concave upward) cho lồi, và
lõm xuống (concave downward) cho lõm. Có tài liệu, như giáo trình giải tích lớp 12 hiện hành, dùng thuật
ngữ ngược lại với ở đây. Vì vậy khi đọc tài liệu khác cần xem định nghĩa được dùng là gì. Thuật ngữ được
dùng ở đây theo tập quán trong toán nâng cao.
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Định lý 4.2.7. Giả sử hàm f có đạo hàm đến cấp 2 liên tục trong khoảng (a, b). Điều
kiện cần và đủ để hàm f lồi trên (a, b) là f ′′ ≥ 0 trên (a, b). Tương tự, điều kiện cần và
đủ để hàm f lõm trên (a, b) là f ′′ ≤ 0 trên (a, b).

Chứng minh. Với x1 < x2 và x = αx1 + (1− α)x2, thì α = x2−x
x2−x1 . Ta có thể viết lại điều

kiện lồi (4.2.1) như sau: Với mọi x1 < x < x2 thì

f(x) ≤ x2 − x
x2 − x1

f(x1) +
x− x1

x2 − x1
f(x2).

Có thể kiểm được là công thức này tương đương với

f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(x)− f(x2)

x− x2
.

Điều kiện cần: Cho x→ x1 và cho x→ x2 trong công thức trên ta được

f ′(x1) ≤ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f ′(x2).

Vậy f ′ là hàm tăng trên (a, b), do đó f ′′ ≥ 0 trên (a, b), theo Định lý 4.2.1.
Điều kiện đủ: Giả sử f ′′ ≥ 0 trên (a, b). Theo Định lý 4.2.1 thì f ′ là hàm tăng trên

(a, b). Theo Định lý giá trị trung bình Lagrange, nếu x thuộc (x1, x2) thì tồn tại θ1, θ2,
x1 < θ1 < x < θ2 < x2 để

f(x)− f(x1)

x− x1
= f ′(θ1);

f(x)− f(x2)

x− x2
= f ′(θ2).

Vì f ′(θ1) ≤ f ′(θ2) nên f(x)−f(x1)
x−x1 ≤ f(x)−f(x2)

x−x2 . Vậy f là hàm lồi.
Chứng minh cho tính lõm là tương tự.

Chứng minh trên cũng chứa một đặc trưng của tính lồi: hàm khả vi là lồi khi và chỉ
khi đạo hàm bậc một là hàm tăng.

Định nghĩa 4.2.8. Điểm của đồ thị mà ở đó đồ thị đổi tính lồi, từ lồi sang lõm hay ngược
lại, được gọi là điểm uốn của đồ thị, hay của hàm.

Ta lập tức có một tiêu chuẩn đạo hàm bậc 2 cho điểm uốn:

Mệnh đề 4.2.9. Nếu hàm số f có đạo hàm bậc 2 liên tục quanh điểm c và đổi dấu tại c
thì f có điểm uốn tại c.

Chú ý rằng do giả thiết liên tục của đạo hàm bậc 2, vì f ′′ đổi dấu tại c nên phải có
f ′′(c) = 0 (đây là một hệ quả của Định lý giá trị trung gian 2.2.11). Từ đó ta có một thuật
toán đơn giản để xét tính lồi và điểm uốn của một hàm có đạo hàm bậc 2 liên tục:

Xét tính lồi lõm và tìm điểm uốn của một hàm có đạo hàm bậc hai
liên tục trên một khoảng:

Bước 1: Tìm các điểm tại đó đạo hàm bậc 2 bằng 0, tức là giải phương trình
f ′′(x) = 0.

Bước 2: Xét dấu của đạo hàm bậc hai f ′′ quanh các điểm tìm được ở Bước 1.
Trên khoảng giữa hai điểm liên tiếp, dấu của f ′′ được xác định bởi dấu của
f ′′ tại một điểm bất kì trong khoảng đó. Nếu dấu của f ′′ là dương thì f lồi
trong khoảng đó, nếu dấu của f ′′ là âm thì f lõm trong khoảng đó.

Bước 3: Tại mỗi điểm xét ở Bước 2, nếu f ′′ đổi dấu thì hàm có điểm uốn tại
đó.
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Ví dụ 4.2.10. Tiếp tục Ví dụ 4.1.6, ta xét tính lồi của hàm f(x) = 2x4 − 8x2 − 17.
Ta đã có f ′′(x) = 24x2 − 16 = 8(3x2 − 2). Giải phương trình f ′′(x) = 0 ta được

x = ±
√

2/3. Ta tìm dấu của f ′′(x) trên mỗi khoảng (−∞,−
√

2/3), (−
√

2/3,
√

2/3),
(
√

2/3,∞), bằng cách xét dấu hay tính giá trị của f ′′(x) tại một điểm trong khoảng,
chẳng hạn ta thấy f ′′(0) < 0 nên f ′′(x) < 0 trên (−

√
2/3,

√
2/3). Ta thường tóm tắt

thông tin trong một bảng:

x −∞ −
√

2/3
√

2/3 ∞
f ′′(x) + 0 − 0 +

f(x) lồi lõm lồi

Từ bảng trên ta thấy hàm f có hai điểm uốn ở x = ±
√

2/3.

Vẽ đồ thị của hàm số

Cho một hàm cụ thể, để khảo sát và vẽ đồ thị của hàm về cơ bản ta kết hợp việc khảo sát
đạo hàm bậc một và đạo hàm bậc hai ở phần trên, cùng với xét thêm một số thông tin
thêm như các giới hạn của hàm tại các điểm hàm không xác định hay giới hạn của hàm
ở −∞, ∞ (được gọi là các tiệm cận đứng và tiệm cận ngang). Việc này người học đã làm
nhiều ở trung học.

Ngày nay việc vẽ đồ thị của các hàm được cho bằng công thức sơ cấp được trợ giúp
rất nhiều với sự tiến bộ của máy tính. Người học có thể dễ dàng dùng một số phần mềm
phổ biến và dễ sử dụng để vẽ đồ thị như GeoGebra [GeoG], Wolfram Alpha [Wolf], Maple,
Matlab.

Ví dụ 4.2.11. Hình 4.2.1 vẽ đồ thị của một hàm bằng phần mềm GeoGebra. Phần mềm
này còn có thể tính các đạo hàm bậc nhất và bậc hai, và giải xấp xỉ phương trình, nhờ đó
cho chúng ta giá trị xấp xỉ của các điểm cực trị và điểm uốn.

Hình 4.2.1: Đồ thị của hàm f(x) = x8 + x7 − x6 + 1,1x5 − x4 +
√

2x3 − x2 + x+ 1.

Để từ đồ thị của hàm số thấy được các tính chất của hàm số ta cần nắm vững các mối
quan hệ giữa tính chất của hàm và đồ thị của hàm trong mục này.
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4.2.3 Xấp xỉ tuyến tính

Giả sử hàm f khả vi tại x. Ta có

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
,

Như thế khi h “nhỏ” thì f(x+h)−f(x)
h “gần bằng” f ′(x), do đó f(x + h) − f(x) “gần bằng”

f ′(x)h. Kí hiệu ≈ là “gần bằng” thì đây là nguyên lí xấp xỉ tuyến tính:

h ≈ 0 =⇒ f(x+ h)− f(x) ≈ f ′(x)h. (4.2.3)

Viết ∆y = f(x+ ∆x)− f(x) thì lí luận trên nói một điều đơn giản rằng khi biến thiên
∆x của x là nhỏ thì tỉ lệ biến thiên ∆y

∆x gần bằng tỉ lệ biến thiên tức thời f ′(x), tức là

∆x ≈ 0 =⇒ ∆y ≈ f ′(x)∆x.

Nguyên lí xấp xỉ tuyến tính đơn giản, dễ sử dụng và có hiệu quả trong nhiều vấn đề về
sau.

Hình 4.2.2: Ý nghĩa hình học của xấp xỉ tuyến tính.

Không có gì đáng ngạc nhiên là ta còn có một giải thích hình học cho xấp xỉ tuyển
tính. Từ ý nghĩa của đạo hàm, ta thấy xấp xỉ tuyến tính chẳng qua là xấp xỉ đường cong
đồ thị bởi tiếp tuyến của đồ thị:

x ≈ c =⇒ f(x) ≈ f(c) + f ′(c)(x− c).

Ví dụ 4.2.12. Ước lượng
√

1,01.
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Ta thấy 1,01 gần bằng 1, nên ta dùng xấp xỉ tuyến tính của f(x) =
√
x tại 1. Do

f ′(x) = 1
2
√
x
nên √

1,01 ≈
√

1 +
1

2
√

1
(1,01− 1) = 1,005.

Chú ý là trong trường hợp này xấp xỉ tuyến tính có thể được tính nhanh chóng và dễ
dàng. Giá trị chính xác hơn cho bởi máy tính là 1,000499875 . . . .

Ta có thể khảo sát ở mức độ chính xác cao hơn như sau. Ta có

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
− f ′(x) = 0

do đó

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h

h
= 0

Đặt r(h) = f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h thì limh→0
r(h)
h = 0 và

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ r(h).

Trong một số tài liệu xấp xỉ tuyến tính còn được diễn đạt thông qua các “dạng vi
phân”.

4.2.4 Qui tắc l’Hôpital và ứng dụng trong tính giới
hạn

Ta có một qui tắc rất thuận tiện, được gọi là qui tắc l’Hôpital, 3 để tìm các giới hạn dạng
vô định. Qui tắc này nói rằng dưới những điều kiện nhất định thì

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Khử dạng vô định 0
0

Mệnh đề 4.2.13. Giả sử f(x) và g(x) khả vi trong khoảng (a, b) và g′(x) 6= 0 với mọi
x ∈ (a, b). Nếu limx→a+ f(x) = limx→a+ g(x) = 0 và limx→a+

f ′(x)
g′(x) bằng một số thực hoặc

−∞ hoặc ∞, thì

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+
f ′(x)

g′(x)
.

Mệnh đề vẫn đúng nếu thay giới hạn x → a+ bằng x → b− hoặc x → c với c ∈ (a, b).
Trường hợp a = −∞ và b =∞ mệnh đề cũng đúng.

Chứng minh. Xét trường hợp a hữu hạn. Ta xây dựng hai hàm mới

F (x) =

{
f(x) nếu a < x < b,

0 nếu x = a,

và

G(x) =

{
g(x) nếu a < x < b,

0 nếu x = a.

3l’Hôpital là tên một nhà toán học người Pháp sống vào cuối thế kỉ 17, được đọc theo tiếng Pháp tựa
như Lô-pi-tan, và còn được viết là l’Hospital
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Hai hàm này đơn giản là mở rộng liên tục của f và g lên [a, b). Khi đó ta có thể kiểm được
F và G thỏa các giả thiết của Định lý giá trị trung bình Cauchy 4.1.11 cho đoạn [a, x] với
mọi x thuộc (a, b), do đó tồn tại c thuộc (a, x) sao cho

f(x)

g(x)
=
F (x)

G(x)
=
F (x)− F (a)

G(x)−G(a)
=
F ′(c)

G′(c)
=
f ′(c)

g′(c)
.

Vậy

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

c→a+
f ′(c)

g′(c)
.

Trường hợp x→ b− với b hữu hạn ta chứng minh tương tự.
Trường hợp a = −∞ hoặc b =∞ ta chứng minh tương tự bằng cách đổi biến x = 1

t .

Chú ý là nếu limx→a+
f ′(x)
g′(x) vẫn còn ở dạng vô định 0

0 và các điều kiện được thỏa thì
ta có thể áp dụng tiếp qui tắc l’Hôpital một lần nữa.

Ví dụ 4.2.14. Áp dụng qui tắc l’Hôpital ba lần:

lim
x→0

2x3

x− sinx
= lim

x→0

6x2

1− cosx
= lim

x→0

12x

sinx
= lim

x→0

12

− cosx
= −12.

Khử dạng vô định ∞
∞

Mệnh đề 4.2.15. Giả sử f(x) và g(x) khả vi trong khoảng (a, b) và g′(x) 6= 0 với mọi
x ∈ (a, b). Nếu limx→a+ f(x) = limx→a+ g(x) = ±∞ và limx→a+

f ′(x)
g′(x) bằng một số thực

hoặc −∞ hoặc ∞, thì

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+
f ′(x)

g′(x)
.

Mệnh đề vẫn đúng nếu thay giới hạn x → a+ bằng x → b− hoặc x → c với c ∈ (a, b).
Trường hợp a = −∞ và b =∞ mệnh đề cũng đúng.

Chứng minh. Xét trường hợp L là một số thực (nếu L = ±∞ ta xét g(x)
f(x)). Với ε > 0 cho

trước bất kỳ, do limx→a+
f ′(x)
g′(x) = L nên tồn tại c thuộc (a, b) sao cho với mọi x thuộc (a, c)

thì
∣∣∣f ′(x)
g′(x) − L

∣∣∣ ≤ ε
2 . Với mọi x thuộc (a, c), áp dụng Định lý giá trị trung bình Cauchy

4.1.11 cho đoạn [x, c], ta có θ ∈ (x, c) sao cho

f(x)− f(c)

g(x)− g(c)
=
f ′(θ)

g′(θ)
,

do đó ∣∣∣∣f(x)− f(c)

g(x)− g(c)
− L

∣∣∣∣ < ε

2
.

Mặt khác ta viết

f(x)

g(x)
− L =

f(c)− Lg(c)

g(x)
+

(
1− g(c)

g(x)

)(
f(x)− f(c)

g(x)− g(c)
− L

)
.

Vì g(x)→ ±∞ khi x→ a+ nên tồn tại c1, a < c1 < c, sao cho với x thuộc (a, c1) ta có∣∣∣∣f(c)− Lg(c)

g(x)

∣∣∣∣ < ε

2
,

∣∣∣∣1− g(c)

f(x)

∣∣∣∣ < 1.



68 CHƯƠNG 4. ỨNG DỤNG CỦA ĐẠO HÀM

Từ đó ta suy ra được, với mọi x ∈ (a, c1),∣∣∣∣f(x)

g(x)
− L

∣∣∣∣ < ε,

nghĩa là limx→a+
f(x)
g(x) = L.

Các trường hợp x → b−, x → c, a = −∞, b = ∞ ta làm tương tự như đã trình bày
trong chứng minh của Mệnh đề 4.2.13.

Ví dụ 4.2.16.

lim
x→∞

lnx

x2
= lim

x→∞

1/x

2x
= lim

x→∞

1

2x2
= 0.

Ta có thể dùng qui tắc l’Hôpital để khử các dạng vô định khác như 0 × ∞, ∞ −
∞, 00, 1∞, ∞0, . . . bằng cách biến đổi đại số để đưa về hai trường hợp trên. Ta minh họa
bằng những ví dụ sau.

Ví dụ 4.2.17 (Khử dạng vô định 0×∞).

lim
x→0+

x lnx = lim
x→0+

lnx

1/x
= lim

x→0+

1/x

−1/x2
= lim

x→0+
(−x) = 0.

Ví dụ 4.2.18 (Khử dạng vô định ∞−∞).

lim
x→1

(
x

x− 1
− 1

lnx

)
= lim

x→1

x lnx− x+ 1

(x− 1) lnx
= lim

x→1

lnx

lnx+ 1− 1
x

= lim
x→1

1/x

1/x+ 1/x2
= 1/2.

Ví dụ 4.2.19 (Khử dạng vô định 00).

lim
x→0+

xx.

Trước hết ta tính
lim
x→0+

ln(xx) = lim
x→0+

x lnx = 0.

Vậy
lim
x→0+

xx = 1.

Ví dụ 4.2.20 (Khử dạng vô định 1∞). Tính

lim
x→1

x
1

1−x .

Lấy hàm ln, ta có lnx
1

1−x = lnx
1−x . Ta tính bằng qui tắc l’Hôpital:

lim
x→1

lnx

1− x
= lim

x→1

1

−x
= −1.

Dùng tính liên tục của hàm ln và hàm mũ, ta viết được

lim
x→1

x
1

1−x = lim
x→1

elnx
1

1−x
= lim

x→1
e

ln x
1−x = e−1 = 1/e.

Ví dụ 4.2.21 (Khử dạng vô định ∞0). Tính

lim
x→0+

(
1

x

)x
.
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Lấy hàm ln, ta có

ln

(
1

x

)x
= x(ln 1− lnx) = −x lnx.

Ta đã có bằng qui tắc l’Hôpital là limx→0+ x lnx = 0, nên dùng tính liên tục của hàm ln
và hàm mũ, ta viết được

lim
x→0+

(
1

x

)x
= lim

x→0+
eln( 1

x)
x

= lim
x→0+

e−x lnx = e0 = 1.

Bài tập

4.2.1. Từ đồ thị ở Hình 4.2.3, hãy đặt tên cho các điểm quan tâm và chỉ ra tất cả các tính chất
quan sát được, như: miền xác định, sự liên tục, sự khả vi, sự tăng, sự giảm, cực trị địa phương,
cực trị toàn cục, tính lồi, tính lõm, điểm uốn, tiệm cận . . . :

Hình 4.2.3

4.2.2. Từ đồ thị ở Hình 4.2.4, hãy đặt tên cho các điểm quan tâm và chỉ ra tất cả các tính chất
quan sát được, như: miền xác định, sự liên tục, sự khả vi, sự tăng, sự giảm, cực trị địa phương,
cực trị toàn cục, tính lồi, tính lõm, điểm uốn, tiệm cận . . . :

Hình 4.2.4

4.2.3. GDP hằng năm của Việt Nam từ năm 2010 tới 2012 được cho trong bảng sau.
Năm 2010 2011 2012

tốc độ tăng trưởng GDP 6.4% 6.2% 5.2%
Hãy phác họa đồ thị của GDP of Việt Nam theo thời gian, thể hiện tính tăng/giảm, lồi/lõm.

4.2.4. Dưới đây là các phát biểu về tình hình kinh doanh của một doanh nghiệp. Hãy tìm các đồ
thị của doanh số theo thời gian nào mà ở đó các phát biểu là đúng:
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(a) Triển vọng tốt, tốc độ tăng trưởng ngày càng tăng.

(b) Đang giảm sút, nhưng không nhanh như trước.

(c) Đang giảm sút, và tình hình ngày càng tệ hơn.

(d) Đang tăng trưởng, nhưng tốc độ tăng trưởng chậm lại.

(e) Tốc độ tăng trưởng đã giảm nhưng nay đang tăng.

(f) Tốc độ tăng trưởng đã tăng nhưng nay đang giảm.

4.2.5. Dưới đây là đồ thị của doanh thu R của một doanh nghiệp theo thời gian t. Từ đồ thị hãy
cho biết khi nào những điều sau xảy ra:

R

0 1 2 33 5 6 7 t4

(a) Triển vọng rất lạc quan: doanh thu đang tăng và và ngày càng tăng nhanh hơn.

(b) Doanh thu đang giảm sút nhưng tình hình đang được cải thiện.

(c) Doanh thu đang giảm sút và tình hình ngày càng tệ hơn.

(d) Doanh thu đang tăng nhưng đang trở nên ổn định.

4.2.6. Hãy vẽ đồ thị của hàm f thỏa tất cả các tính chất sau:

(a) cực đại địa phương ở (3, 4),

(b) cực đại toàn cục ở (−2, 6),

(c) cực tiểu địa phương ở (1, 2)

(d) điểm uốn ở (−1, 5), (2, 3), (4, 1),

(e) limx→∞ f(x) = 0,

(f) limx→−∞ f(x) = −∞.

4.2.7. Hãy vẽ đồ thị của hàm f thỏa tất cả các tính chất sau:

(a) cực đại địa phương ở x = −3, x = 1,

(b) cực tiểu địa phương ở x = −1, x = 3,

(c) lõm trên (−∞,−2), (0, 2),

(d) lồi trên (−2, 0), (2, 4),

(e) không liên tục ở x = 4,

(f) không khả vi ở x = 2.
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4.2.8. Hãy vẽ đồ thị của hàm f thỏa tất cả các tính chất sau:

(a) cực đại địa phương ở x = −1, x = 3,

(b) cực tiểu địa phương ở x = −3, x = 1,

(c) lõm trên(−2, 0), (2,∞),

(d) lồi trên (−∞,−2), (0, 2),

(e) cắt trục x ở x = 4,

(f) cắt trục y ở y = 1.

4.2.9. Vẽ đồ thị của các hàm số sau và sử dụng đồ thị này để tìm các giá trị cực đại và cực tiểu
toàn cục, cực đại và cực tiểu địa phương của f .

(a) f(x) = 1
2 (3x− 1), x ≤ 3.

(b) f(x) = 2− 1
3x, x ≥ −2.

(c) f(x) = 1
x , x ≥ 1.

(d) f(x) = 1
x , 1 < x < 3.

(e) f(x) = sinx, 0 ≤ x < π/2.

(f) f(x) = sinx, 0 < x ≤ π/2.

(g) f(x) = sinx, −π/2 ≤ x ≤ π/2.

(h) f(x) =

{
1− x nếu 0 ≤ x < 2
2x− 4 nếu 2 ≤ x ≤ 3.

(i) f(x) =

{
4− x2 nếu − 2 ≤ x < 0
2x− 1 nếu 0 ≤ x ≤ 2.

4.2.10. Cho

f(x) =


3x − 2 x < 0,
√
x 0 ≤ x ≤ 4,

8
x x > 4.

(a) Vẽ đồ thị của hàm số f .

(b) Tìm miền giá trị của f .

(c) Hàm f liên tục trên những khoảng nào? Giải thích.

(d) Tìm các điểm tới hạn của hàm f . Giải thích.

(e) Tìm hàm đạo hàm f ′.

Bài toán cực trị

4.2.11. Một cửa hàng định bán các bản sao của một tấm tranh. Nếu bán 50 bản họ có thể tính
giá 400 nghìn đồng/bản. Nếu muốn bán nhiều hơn 50 bản thì cứ thêm một bản nhiều hơn 50 cửa
hàng phải giảm giá mỗi bản thêm 5 nghìn đồng. Hỏi cửa hàng nên bán bao nhiêu bản để có doanh
thu lớn nhất?

4.2.12. Giá p (đơn vị tiền/đơn vị sản phẩm) và doanh số x (số đơn vị sản phẩm bán được) cho
một sản phẩm nhất định được cho bởi phương trình

x = 100− 20p,

gọi là phương trình nhu cầu.

(a) Tìm hàm doanh thu (số tiền thu được) R(x) từ việc bán x đơn vị sản phẩm.

(b) Tìm doanh thu cận biên (marginal revenue), tức đạo hàm của doanh thu theo doanh số.

(c) Tìm doanh thu cận biên khi doanh số là 40 đơn vị sản phẩm và giải thích ý nghĩa của con
số này.

(d) Tìm doanh số để được doanh thu lớn nhất.

(e) Vẽ đồ thị của hàm R.

(f) Hàm chi phí là C(x) =
9

4
x− 15. Vẽ đồ thị của hàm C trên cùng mặt phẳng với R.
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(g) Tìm doanh số để hòa vốn.

(h) Tìm doanh số để có lợi nhuận tối đa.

4.2.13. Một viên đạn được bắn lên với một tốc độ đầu cho trước bay dưới tác động của trọng
trường. Hãy tìm góc bắn sao cho đạn bay xa nhất.

4.2.14. Trong số các tam giác cân có cùng chu vi, hãy tìm tam giác có diện tích lớn nhất.

4.2.15. Người ta dự đoán rằng Quỹ Bảo hiểm Xã hội có thể bị vỡ (tài sản còn bằng 0) nếu như
số người đóng bảo hiểm không tăng lên hoặc quyền lợi của người được hưởng bảo hiểm không bị
giảm xuống. Dữ liệu cho thấy tổng tài sản của Quỹ theo thời gian có thể được mô hình hóa bởi
hàm

f(t) = −0.0129t4 + 0.3087t3 + 2.1760t2 + 62.8466t+ 506.2955 (0 ≤ t ≤ 35)

ở đó f(t) được đo theo đơn vị tỉ đồng và t được đo theo năm, với t = 0 ứng với 1995.

(a) Vẽ đồ thị của f (dùng máy tính).

(b) Khi nào thì tài sản của Quỹ đạt mức cao nhất?

(c) Dựa trên mô hình này, khi nào thì Quỹ sẽ vỡ?

(d) Khi nào thì tài sản của Quỹ bắt đầu giảm sút?

4.2.16. Một mô hình được sử dụng cho năng suất Y của một cây trồng nông nghiệp dựa trên
nồng độ nitơ N có trong đất (theo một đơn vị thích hợp) là

Y =
kN

1 +N2

với k là một hằng số. Hỏi nồng độ nitơ là bao nhiêu để cho năng suất lớn nhất?

4.2.17. Tốc độ quang hợp (theo đơn vị mg carbon/m3/h) ở một loài thực vật được mô hình hóa
bởi hàm số

P =
100l

l2 + l + 4

trong đó l là cường độ ánh sáng (đo theo đơn vị hàng ngàn foot-nến). Hỏi ở cường độ sáng là bao
nhiêu thì P là lớn nhất?

4.2.18. Một quần thể động vật bị nhiễm bệnh. Sau t ngày, tỷ lệ phần trăm động vật bị nhiễm
bệnh được mô hình hóa bởi hàm p(t) = 8te−t/12 (đơn vị là phần trăm). Hỏi tỉ lệ này là lớn nhất
khi nào?

4.2.19. Một hồ bị nhiễm khuẩn và được xử lý bằng một hóa chất kháng khuẩn. Sau t ngày, số lượng
vi khuẩn trên mỗi mililit nước được mô hình hóa bởi hàm N(t) = 32( t4 − 2 ln t

5 ) với 1 ≤ t ≤ 15.
Hãy tìm số vi khuẩn nhiều nhất và ít nhất là bao nhiêu và xảy ra trong thời gian nào.

4.2.20. Cho hàm số

f(x) =

∫ x

0

(t− 3)3et√
t2 + 16

dt, x ∈ [0, 6].

Hỏi giá trị nhỏ nhất của f đạt được tại điểm nào?

Xấp xỉ tuyến tính

4.2.21. Hãy tính gần đúng các giá trị sau bằng xấp xỉ tuyến tính.

(a) (1,999)4.

(b) sin(1◦).

(c) 3
√

1001

(d) 1/4,002.

(e) tan(44◦).

(f)
√

99,8.

Qui tắc l’Hôpital

4.2.22. Tìm các giới hạn sau
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(a) limx→1
xx−x

ln x−x+1 .

(b) limx→0

(
1
x −

1
ex−1

)
.

(c) limx→π/2 (tanx)
2 cos x.

(d) limx→0 x
−100e−1/x

2

.

(e) limx→0
e2x − 1

x
.

(f) limx→∞
lnx

x
.

(g) limx→−∞
x2

e−x
.

(h) limx→∞

(
1 +

1

x

)x
.

(i) limx→1+

( 1

lnx
− 1

x− 1

)
.

(j) limx→0
tan x−ex+1

1−ex2 .

(k) limx→1
2017x2−2017+sin(x−1)

tan(x−1) .

(l) limx→2017 (x− 2017)
3
esin ( 1

2017−x ).

(m) limx→∞
(√
x2 + 3x+ 2017−

√
x2 + 3x

)
.

4.2.23. Cho f(x) = x1/x.

(a) Tìm limx→∞ f(x).

(b) Tìm f ′(x).

(c) Số nào là lớn hơn, 31/3 hay π1/π?

4.2.24. Chứng tỏ nếu f có đạo hàm trên R và f ′(x) < 1 với mọi x thì f có không quá một điểm
bất động (tức là điểm x sao cho f(x) = x).

4.2.25. Chứng tỏ (1 + x)n > 1 + nx với mọi x > 0 và với mọi n > 1.



Chương 5
Phép tính tích phân

5.1 Định nghĩa và tính chất của tích phân

5.1.1 Bài toán diện tích

Khái niệm chiều dài, diện tích, thể tích đã hình thành từ lâu trong lịch sử, và được mỗi
người tiếp nhận từ nhỏ, là một số đo độ lớn, độ chiếm chỗ của vật thể. Tuy vậy không dễ
để trả lời câu hỏi: diện tích là gì? Với hình chữ nhật, diện tích của hình này được định
nghĩa bởi tích của chiều dài và chiều rộng của nó. Diện tích của một tam giác chính là
phân nửa của diện tích của một hình chữ nhật, bằng một nửa tích của độ dài cạnh đáy
với chiều cao tương ứng. Diện tích của một đa giác được tìm ra bằng cách chia nhỏ đa
giác này thành các tam giác, rồi sau đó cộng diện tích của các tam giác này lại.

Có thể cho rằng, tuy khái niệm diện tích chưa được làm rõ về mặt toán học, nhưng
việc sử dụng khái niệm này trong thực tế không phải bằng cách định nghĩa khái niệm mà
theo cách dùng: đưa ra một mẫu có độ đo đơn vị, và dùng nguyên tắc cộng tính để tính
độ đo của các đối tượng khác.

Từ khoảng thế kỉ 17 xuất hiện nhu cầu chính xác hóa, làm rõ, và phát triện khái niệm
diện tích. Vấn đề này gắn liền với vấn đề xây dựng một phép tính tổng tổng quát, gọi
là tích phân. Dưới đây chúng ta thảo luận sơ lược một cách làm, được gọi là tích phân
Riemann.

5.1.2 Định nghĩa tích phân

Sau đây là một cách giải thích trực quan. Giả sử hàm f là không âm, ta muốn tìm “diện
tích” của miền bên dưới đồ thị của hàm f bên trên khoảng I = [a, b]. Ta sẽ xấp xỉ miền
đó bằng những hình chữ nhật với đáy là một khoảng con của I và chiều cao là một giá trị
của f trong khoảng con đó. Ta hy vọng rằng khi số hình chữ nhật tăng lên thì tổng diện
tích của các hình chữ nhật có giá trị gần đúng với diện tích hình đang xét.

Cụ thể hơn như sau. Chia khoảng [a, b] thành các khoảng con bằng các điểm

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b.

Một cách chia như vậy chẳng qua là một tập hợp gồm hữu hạn các điểm của khoảng [a, b]
mà gồm cả a và b. Trên mỗi khoảng [xi−1, xi], 1 ≤ i ≤ n, lấy một điểm x∗i nào đó. Giá trị
f(x∗i ) là một giá trị đại diện cho giá trị của f trên [xi−1, xi]. Đó cũng là chiều cao của hình
chữ nhật với đáy [xi−1, xi] xấp xỉ miền dưới đồ thị của hàm f bên trên [xi−1, xi]. Tổng

n∑
i=1

f(x∗i )(xi − xi−1)

74
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Hình 5.1.1: Chia nhỏ hơn để xấp xỉ.

được gọi là một tổng Riemann. Đây là một xấp xỉ của “diện tích” của miền bên dưới đồ
thị của f bên trên I.

Sau đây là một cách tiếp cận định lượng. Ta muốn tính tổng giá trị của hàm f trên
khoảng I = [a, b]. Ta chia nhỏ I thành bằng khoảng con nhỏ hơn. Ta hy vọng rằng trên
mỗi khoảng nhỏ hơn đó, giá trị của hàm f sẽ thay đổi ít hơn, và ta có thể xấp xỉ f bằng
một hàm hằng với giá trị là một giá trị đại diện f(x∗i ). Vậy tổng giá trị xấp xỉ bằng

n∑
i=1

f(x∗i )(xi − xi−1)

Ta hy vọng rằng nếu ta chia càng nhỏ thì xấp xỉ càng tốt hơn, và khi qua giới hạn thì ta
sẽ được giá trị đúng của tổng giá trị của f .

Giới hạn của tổng Riemann cần được hiểu một cách chính xác. Một cách trình bày,
đó là nói rằng giới hạn đó là một số thực, mà tổng Riemann có thể gần số thực đó tùy ý,
miễn là phép chia nhỏ là đủ mịn.

Định nghĩa 5.1.1. Nếu có một số thực L sao cho với mọi số thực ε > 0 có số thực δ > 0
sao cho với mọi cách chia

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b

mà có chiều dài mỗi đoạn [xi−1, xi] đều nhỏ hơn δ thì với mọi cách chọn số thực x∗i ∈
[xi−1, xi], xảy ra

|
n∑
i=1

f(x∗i )(xi − xi−1)− L| < ε

thì ta gọi L là tích phân của f trên [a, b], kí hiệu bởi∫ b

a
f

hoặc ∫ b

a
f(x) dx.

Ta cũng định nghĩa ∫ a

b
f = −

∫ b

a
f.
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Nếu tích phân tồn tại thì ta nói hàm có tích phân hay là khả tích.
Tích phân có hai ý nghĩa chính: đại diện cho tổng giá trị của hàm, và đại diện cho

diện tích phần bên trên trục x bên dưới đồ thị trừ diện tích phần bên dưới trục
x bên trên đồ thị. 1

Kí hiệu dx phổ biến trong kí hiệu tích phân chủ yếu để chỉ tên của biến của hàm mà
ta lấy tích phân, không có ý nghĩa độc lập.

5.1.3 Các tính chất của tích phân

Các tính chất sau có thể được dẫn xuất từ định nghĩa của tích phân. Chứng minh chặt
chẽ thường được trình bày chi tiết trong các giáo trình Giải tích cho chuyên ngành như
[TPTT02]. Tuy vậy một số tính chất có thể được giải thích và minh họa bằng định lượng
hoặc hình học khá dễ dàng.

Mệnh đề 5.1.2. (a) Tích phân nếu tồn tại thì là duy nhất.

(b) Nếu k là một hằng số thực thì và f có tích phân thì kf có tích phân và∫ b

a
[kf(x)] dx = k

∫ b

a
f(x) dx.

(c) Nếu f có tích phân và g có tích phân thì f + g có tích phân và∫ b

a
[f(x) + g(x)] dx =

∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
g(x) dx.

(d) Nếu f có tích phân trên [a, b] và trên [b, c] thì f có tích phân trên [a, c] và∫ b

a
f +

∫ c

b
f =

∫ c

a
f.

(e) Nếu f ≥ g trên [a, b] thì ∫ b

a
f ≥

∫ b

a
g.

(f)

|
∫ b

a
f | ≤

∫ b

a
|f |.

Định lý sau nói về một điều kiện đảm bảo tích phân tồn tại. Từ cách xây dựng tích
phân, ta có thể thấy tính liên tục của hàm là thiết yếu trong tích phân, để xấp xỉ được
tốt. Đại ý, tính liên tục khiến nếu giá trị của biến thay đổi “ít” thì giá trị của hàm thay
đổi “ít”, khiến sự xấp xỉ có hiệu quả.

Định lý 5.1.3 (hàm liên tục có tích phân). Nếu f liên tục trên [a, b] thì
∫ b
a f tồn tại.

Chứng minh mệnh đề này dùng tính đầy đủ của tập hợp số thực.

1Kí hiệu
∫
do Gottfried Leibniz đặt ra khi xây dựng phép tính vi tích phân vào thế kỉ 17. Nó đại diện

cho chữ cái “s” trong chữ Latin “summa” (tổng).
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Bài tập

5.1.1. Sử dụng các tính chất của tích phân để chứng minh bất đẳng thức mà không cần tính tích
phân. ∫ 1

0

√
1 + x2 dx ≤

∫ 1

0

√
1 + x dx.

5.1.2. Sử dụng tính chất để ước lượng giá trị của tích phân
∫ 1

−1

√
1 + x4 dx.

5.1.3. Tìm chặn trên và chặn dưới cho ∫ 1

0

dx√
2x4 + 3

.

5.1.4. Giả sử f liên tục trên đoạn I và f(x) ≥ 0 trên I. Chứng minh rằng nếu
∫
I
f = 0 thì f = 0

trên I.

5.2 Định lý Cơ bản của phép tính vi tích

phân

5.2.1 Nguyên hàm

Phép lấy nguyên hàm là phép toán ngược của phép lấy đạo hàm. Nếu f là đạo hàm của
F thì ta nói F là một nguyên hàm của f .

Ví dụ 5.2.1. Vì x′ = 1 nên hàm F (x) = x là một nguyên hàm của hàm f = 1. Vì
(x+ 1)′ = 1 nên G(x) = x+ 1 là là một nguyên hàm khác của f .

Định lý 5.2.2. Nếu F là một nguyên hàm của f trên khoảng (a, b) thì tất cả các nguyên
hàm khác có dạng F + C trong đó C là một hằng số thực.

Chứng minh. Giả sử G là một nguyên hàm của f thì

(F −G)′ = F ′ −G′ = f − f = 0.

Do đó F −G là một hàm hằng C trên (a, b).

Nếu hàm f có nguyên hàm thì tích phân bất định của f , là tập hợp tất cả các nguyên
hàm của f , được kí hiệu bởi ∫

f

hay ∫
f(x) dx.

Người ta có truyền thống viết tập hợp này ở dạng∫
f(x) dx = F (x) + C

trong đó F là một nguyên hàm của f và C đại diện cho một số thực bất kì. Tập này còn
được gọi là tích phân bất định của hàm f .
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Ví dụ 5.2.3. Nếu f(x) = k là một hàm hằng thì∫
k dx = kx+ C.

Ví dụ 5.2.4. Nếu n 6= −1 thì ∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C.

Ví dụ 5.2.5. Ta có

(lnx)′ =
1

x
,

và
[ln(−x)]′ =

1

−x
(−x)′ =

1

x
.

Vậy với x 6= 0 thì

(ln |x|)′ = 1

x
.

Ta được ∫
x−1 dx =

∫
1

x
dx = ln |x|+ C.

Ví dụ 5.2.6. ∫
ex dx = ex + C.

Nếu k 6= 0 thì ∫
ekx dx =

1

k
ekx + C.

Ví dụ 5.2.7. Dễ kiểm tra được bằng cách lấy đạo hàm:∫
tanx dx = − ln | cosx|+ C.∫

1

1 + x2
dx = arctanx+ C.∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C.

Dễ kiểm tra được tính chất cơ bản sau của nguyên hàm, được gọi là tính tuyến tính,
từ tính tuyến tính của đạo hàm:

Mệnh đề 5.2.8. Nếu f và g có nguyên hàm thì f + g có nguyên hàm, và∫
f + g =

∫
f +

∫
g.

Nếu k là một hằng số thực thì k · f có nguyên hàm và∫
k · f = k ·

∫
f.

Ví dụ 5.2.9. Dùng tính chất tuyến tính của nguyên hàm ta có thể tính được nguyên hàm
của nhiều hàm khác, đặc biệt dễ dàng với hàm đa thức.∫

(2x3 − 4) dx =

∫
2x3 dx+

∫
−4 dx = 2

∫
x3 dx+ (−4x) + C

= 2 · 1

4
x4 − 4x+ C =

1

2
x4 − 4x+ C.
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5.2.2 Công thức Newton-Leibniz

Định lý sau cho một tính chất rất quan trọng về liên hệ giữa vi phân và tích phân.

Định lý 5.2.10 (Định lý Cơ bản của Phép tính vi tích phân). Nếu f là một hàm
liên tục trên [a, b] thì hàm F cho bởi

F (x) =

∫ x

a
f(t) dt

là một nguyên hàm của f trên [a, b].

Vậy bất kì hàm liên tục nào cũng là đạo hàm của một hàm khác. Đạo hàm
của tích phân của một hàm thì cho lại hàm đó, tức hai phép toán vi phân và tích phân là
ngược nhau.

Chứng minh. Theo định nghĩa đạo hàm

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

h→0

1

h

∫ x+h

x
f(t) dt.

Tới đây ta biến đổi:

1

h

∫ x+h

x
f(t) dt− f(x) =

1

h

∫ x+h

x
[f(t)− f(x)] dt.

Vì f là liên tục ở x, với |h| < δ ta sẽ có |f(t)− f(x)| < ε với t giữa x và x+ h. Vì thế

|1
h

∫ x+h

x

[
f(t)− f(x)

]
dt| ≤ |1

h

∫ x+h

x
|f(t)− f(x)| dt| ≤ |1

h
hε| = ε.

Vậy

lim
h→0

1

h

∫ x+h

x
f(t) dt = f(x).

Do đó F ′(x) = f(x).

Công thức này cũng có thể được giải thích bằng trực quan hình học. Giả sử f ≥ 0.
Khi đó F (x) =

∫ x
a f(t) dt là diện tích bên dưới đồ thị của f từ a tới x. Khi h "nhỏ" thì

ta thấy phần diện tích từ x tới x + h xấp xỉ bằng chiều cao f(x) nhân với chiều rộng h,
tức là F (x+ h)− F (x) ≈ f(x) · h, do đó F ′(x) ≈ F (x+h)−F (x)

h ≈ f(x).

Ví dụ 5.2.11. Một ví dụ hàm được định nghĩa bằng tích phân là

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−t

2
dt,

được gọi là hàm lỗi hay hàm sai số. 2

Đồ thị của hàm e−x
2
thường được gọi là đường hình chuông hay đường cong Gauss.

Giá trị của erf(x) bằng diện tích bên dưới đường cong từ 0 tới x. Hàm này được dùng
nhiều trong môn Xác suất và Thống kê.

Định lý sau cho một công cụ chính để tính tích phân:

2error function trong tiếng Anh



80 CHƯƠNG 5. PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN

Hình 5.2.1: Đường hình chuông.

Định lý 5.2.12 (Công thức Newton-Leibniz). Nếu f liên tục trên đoạn [a, b] và F
là một nguyên hàm của f thì∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a) = F (x)

∣∣∣b
a
.

Theo công thức Newton–Leibniz, ta có thể tính một tích phân của một hàm nếu tìm
được một nguyên hàm.

Chứng minh. Theo Định lý cơ bản của Phép tính vi tích phân,

F (x) =

∫ x

a
f(t) dt

là một nguyên hàm của f . Ta có ngay
∫ b
a f(t) dt = F (b) = F (b) − F (a) vì F (a) =∫ a

a f(t) dt = 0.
Giả sử G là một nguyên hàm khác của f . Khi đó G = F + C với C là một hằng số

thực. Khi đó

G(b)−G(a) = F (b) + C − (F (a) + C) = F (b)− F (a) =

∫ b

a
f(t) dt.

Có một cách giải thích bằng xấp xỉ như sau. Vì

F (xi)− F (xi−1) ≈ F ′(xi−1)(xi − xi−1) = f(xi−1)∆x

cho nên với tổng Riemann thì
n∑
i=1

f(xi−1)∆x ≈
n∑
i=1

(F (xi)− F (xi−1)) = F (xn)− F (x0) = F (b)− F (a).

Ví dụ 5.2.13. Ta tính dễ dàng ∫ 1

0
x dx =

1

2
x2
∣∣∣1
0

=
1

2
.
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Bài tập

5.2.1. Tính

(a)
∫ 2

1

(√
x− 3

3√
x5

+ 5
x

)
dx.

(b)
∫ 3

−2 |x
2 − 1| dx.

(c)
∫ 2

−1 |x− x
2| dx.

(d)
∫ 2

−1(x− 2|x|) dx.

(e)
∫ 2

0
f(x) dx với

f(x) =

{
x4 nếu 0 ≤ x < 1,
x5, nếu 1 ≤ x ≤ 2.

(f)
∫ π
−π f(x) dx với

f(x) =

{
x, nếu − π ≤ x ≤ 0,

sinx, nếu 0 < x ≤ π.

5.2.2. Sử dụng Định lý Cơ bản của Phép tính vi tích phân để tìm đạo hàm của hàm số sau.

(a) g(x) =

∫ x

1

1

t3 + 1
dt.

(b) h(x) =

∫ √x
1

z2

z4 + 1
dz.

5.2.3. Tính

(a) d
dx

∫ x
0

(
1 + t2

)4
dt.

(b) d
dx

∫ 1

x
ln z dz.

(c) d
dt

∫ t
0

dx
1+x2 .

(d) d
dt

∫ 1/t

0
dx

1+x2 .

(e) d
dx

∫ 2x

x
s2ds.

5.2.4. Cho f(x) =
∫ x2

x
ln(t2 + 1) dt. Tìm f ′(0).

5.2.5. Hãy chứng minh công thức đúng bằng cách lấy đạo hàm.

(a)
∫

1

x2
√

1 + x2
dx = −

√
1 + x2

x
+ C,

(b)
∫

x√
a+ bx

dx =
2

3b2
(bx− 2a)

√
a+ bx+ C.

5.2.6. Tính ∫ ∫ 2
1
x dx

∫ 1
0
x dx

(∫ 2

0

x dx
)
dx.

5.2.7. Tích phân
∫ 1

0
xn dx, n > 0, thay đổi như thế nào khi n thay đổi? Hãy vẽ phác họa đồ thị

của hàm y = xn với một số giá trị của n để minh họa.

5.2.8. Nước chảy vào một bồn rỗng với vận tốc 3000 + 20t lít mỗi giờ, với t = 0 là thời điểm ban
đầu. Hỏi lượng nước trong bồn sau 5 giờ là bao nhiêu?

5.2.9. Lượng nước tiêu thụ của một thành phố được mô hình hóa bằng hàm r(t), trong đó t là
thời gian kể từ nửa đêm, với r(t) = 100 + 70t− 2t2 (nghìn lít mỗi giờ). Hãy ước lượng tổng lượng
nước tiêu thụ trong một ngày đêm.

5.2.10. Một virus cúm đang phát tán với tốc độ
dn

dt
= 5 + 6

√
t người một ngày, ở đây n là số

ngàn người và t là thời gian (ngày). Bao nhiêu người sẽ bị nhiễm bệnh trong khoảng từ ngày tám
tới ngày mười một?
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5.3 Một số phương pháp biến đổi tích phân

5.3.1 Phép đổi biến trong tích phân

Định lý 5.3.1. Giả sử u = g(x) là một hàm khả vi liên tục với tập giá trị chứa trong
khoảng I và f liên tục trên I. Khi đó trên I thì∫

f(g(x))g′(x) dx =

∫
f(u) du.

Chứng minh. Vì f liên tục trên I nó có nguyên hàm F , do đó
∫
f(u) du = F (u) +C. Mặt

khác
(F ◦ g)′(x) = F ′(g(x))g′(x) = f(g(x))g′(x).

Vậy F ◦ g là một nguyên hàm của hàm x 7→ f(g(x))g′(x), do đó∫
f(g(x))g′(x) dx = F (g(x)) +D = F (u) +D =

∫
f(u) du.

Định lý 5.3.2. Giả sử u = g(x) khả vi liên tục trên một khoảng chứa đoạn [a, b] và f liên
tục trên một khoảng chứa tập giá trị của g, khi đó

∫ b

a
f(g(x))g′(x) dx =

∫ g(b)

g(a)
f(u) du.

Việc thay g(x) bởi u được gọi là một phép thế. Nếu có thể tính ngược lại x theo u,
nói cách khác g có hàm ngược thì khi đó ta nói g là một phép đổi biến.

Chứng minh. Cho F là một nguyên hàm của f . Ta có F (g(x)) là một nguyên hàm của
f(g(x))g′(x). Vậy theo Định lý cơ bản của Vi tích phân thì∫ b

a
f(g(x))g′(x) dx = F (g(b))− F (g(a)) = F (u)

∣∣∣u=g(b)

u=g(a)
=

∫ g(b)

g(a)
f(u) du.

Ví dụ 5.3.3. Tính
∫ 1

0

√
1− x2 dx.

Người ta thường viết như sau. Đặt x = sin t thì dx = cos t dt, x = 0 tương ứng t = 0,
x = 1 tương ứng t = π/2, và∫ 1

0

√
1− x2 dx =

∫ π/2

0

√
1− sin2 t cos t dt =

∫ π/2

0
cos2 t dt

=

∫ π/2

0

1

2
(1 + cos 2t) dt =

(
1

2
t+

1

4
sin 2t

) ∣∣∣t=π/2t=0 =
π

4
.

Ví dụ 5.3.4. Tính
∫

2x sin(x2 + 3) dx.

Thế z = x2 + 3 thì dz = d
(
x2 + 3

)
= 2x dx nên

∫
2x sin(x2 + 3) dx =

∫
sin z dz =

− cos z + C. Vậy ∫
2x sin(x2 + 3) dx = − cos

(
x2 + 3

)
+ C.
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Ví dụ 5.3.5. Tính
∫ 1

0
x

1+x2
dx.

Thế u = G(x) = 1 + x2. Vì du = 2x dx nên∫
1

1 + x2︸ ︷︷ ︸
1
u

x dx︸︷︷︸
1
2du

= 1
2

∫
1

u
du.

Nếu x chạy giữa x = 0 và x = 1, thì u chạy giữa u = 1 + 02 = 1 và u = 1 + 12 = 2,∫ 1

0

x

1 + x2
dx = 1

2

∫ 2

1

1

u
du = 1

2 lnu
∣∣2
1

= 1
2 ln 2.

Dưới đây là một ứng dụng của công thức đổi biến.

Mệnh đề 5.3.6 (Tính đối xứng). Giả sử rằng f liên tục trên [−a, a].

(a) Nếu f là hàm chẵn, tức ∀x, f(−x) = f(x), thì
∫ a
−a f(x)dx = 2

∫ a
0 f(x)dx.

(b) Nếu f là hàm lẻ, tức ∀x, f(−x) = −f(x) thì
∫ a
−a f(x)dx = 0.

Giải thích số lượng, mệnh đề trên khá hiển nhiên, nếu hàm có tính đối xứng chẳn thì
để tính tổng của hàm chỉ cần tính tổng trên nửa khoảng xác định rồi nhân đôi, còn nếu
hàm có tính đối xứng lẻ thì các giá trị sẽ triệt tiêu đôi một, nên tổng bằng 0.

Giải thích hình học, mệnh đề nói rằng vì tính đối xứng của hàm f nên với trường hợp
f dương và chẵn thì diện tích dưới đồ thị của f từ −a đến 0 đúng bằng diện tích từ 0 tới
a, còn với trường hợp f lẻ thì tích phân bằng 0 bởi vì diện tích bên trên trục x đúng bằng
diện tích diện tích bên dưới trục x.

Chứng minh. Chúng ta chia tích phân thành hai:∫ a

−a
f(x)dx =

∫ 0

−a
f(x)dx+

∫ a

0
f(x)dx.

Lấy phép đổi biến u = −x:∫ 0

−a
f(x)dx =

∫ 0

a
f(−u)(−du) =

∫ a

0
f(−u)du

do đó ∫ a

−a
f(x)dx =

∫ a

0
f(−u)du+

∫ a

0
f(x)dx.

Nếu f là hàm chẵn thì f(−u) = f(u) nên∫ a

−a
f(x)dx =

∫ a

0
f(u)du+

∫ a

0
f(x)dx = 2

∫ a

0
f(x)dx.

Nếu f là hàm lẻ thì f(−u) = −f(u) nên∫ a

−a
f(x)dx = −

∫ a

0
f(u)du+

∫ a

0
f(x)dx = 0.
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5.3.2 Tích phân từng phần

Quy tắc đạo hàm tích nói rằng nếu f và g là các hàm khả vi thì

d

dx
[f(x)g(x)] = f(x)g′(x) + g(x)f ′(x),

nghĩa là fg là một nguyên hàm của f ′g+ fg′. Người ta thường nói rằng lấy tích phân hai
vế thì được ∫

[f(x)g′(x) + g(x)f ′(x)]dx = f(x)g(x)

hay ∫
f(x)g′(x)dx+

∫
g(x)f ′(x)dx = f(x)g(x).

Vậy ∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−

∫
g(x)f ′(x)dx. (5.3.1)

Công thức (5.3.1) được gọi là công thức tích phân từng phần.
Đặt u = f(x) và v = g(x) thì du = f ′(x)dx và dv = g′(x)dx, do đó công thức tích

phân từng phần có dạng ngắn gọn hơn, thường được dùng:∫
udv = uv −

∫
vdu. (5.3.2)

Áp dụng lý luận dẫn tới công thức (5.3.1) cho tích phân từ a đến b, với giả thiết f ′ và
g′ liên tục, theo Định lý cơ bản của Vi tích phân:∫ b

a
[f(x)g′(x) + g(x)f ′(x)]dx = f(x)g(x)|ba

hay ∫ b

a
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)|ba −

∫ b

a
g(x)f ′(x)dx. (5.3.3)

Ví dụ 5.3.7. Tính
∫
x sinxdx.

Chọn f(x) = x và g′(x) = sinx. Khi đó, f ′(x) = 1 và g(x) = − cosx. Áp dụng công
thức tích phân từng phần, ta có∫

x sinxdx = f(x)g(x)−
∫
g(x)f ′(x)dx

= x(− cosx) +

∫
cosxdx

= −x cosx+

∫
cosxdx = −x cosx+ sinx+ C.

Để nhanh gọn hơn ta thường viết một cách hình thức theo một giải thuật như sau.
Đặt

u = x, dv = sin dx

thì
du = dx, v = − cosx
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suy ra ∫
x sinxdx =

∫
udv = uv −

∫
vdu = x(− cosx)−

∫
(− cosx)dx

= −x cosx+

∫
cosxdx = −x cosx+ sinx+ C.

Ví dụ 5.3.8. Tính
∫

lnxdx.
Đặt

u = lnx, dv = dx

thì
du =

1

x
dx, v = x,

áp dụng tích phân từng phần, ta có∫
lnxdx = x lnx−

∫
x
dx

x

= x lnx−
∫
dx

= x lnx− x+ C.

Ví dụ 5.3.9. Tính
∫ 1

0 arctanxdx.
Đặt

u = arctanx, dv = dx

thì
du =

dx

1 + x2
, v = x.

Suy ra ∫ 1

0
arctanxdx = x arctanx|10 −

∫ 1

0

x

1 + x2
dx

=
π

4
−
∫ 1

0

x

1 + x2
dx

Dùng phép đổi biến t = 1 + x2 thì dt = 2xdx, nên xdx = 1
2dt. Khi x = 0 thì t = 1, khi

x = 1 thì t = 2. Do đó ∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

1

2

∫ 2

1

dt

t
=

1

2
ln |t||21

=
1

2
(ln 2− ln 1) =

1

2
ln 2

Vậy ∫ 1

0
arctanxdx =

π

4
−
∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

π

4
− ln 2

2
.

5.3.3 Một số phương pháp tính tích phân cho các
hàm đặc biệt

Tích phân các hàm lượng giác

Ví dụ 5.3.10. Tính
∫

cos3 xdx.
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Ta tính tích phân bằng cách đổi biến u = sinx, du = cosxdx:∫
cos3 xdx =

∫
cos2 x cosxdx =

∫
(1− sin2 x) cosxdx

=

∫
(1− u2)du = u− 1

3
u3 + C

= sinx− 1

3
sin3 x+ C.

Ví dụ 5.3.11. Tính
∫

sin5 x cos2 xdx.
Đổi biến u = cosx, ta có du = − sinxdx và∫

sin5 x cos2 xdx =

∫
(sin2 x)2 cos2 x sinxdx

=

∫
(1− cos2 x)2 cos2 x sinxdx

=

∫
(1− u2)2u2(−du) = −

∫
(u2 − 2u4 + u6)du

= −
(u2

3
− 2

u5

5
+
u7

7

)
+ C

= −1

3
cos3 x+

2

5
cos5 x− 1

7
cos7 x+ C.

Ví dụ 5.3.12. Tính
∫

sin4 xdx.

∫
sin4 xdx =

∫
(sin2 x)2dx

=

∫ (1− cos 2x

2

)2
dx

=
1

4

∫
(1− 2 cos 2x+ cos2 2x)dx

=
1

4

∫ (3

2
− 2 cos 2x+

1

2
cos 4x

)
dx =

1

4

(3

2
x− sin 2x+

1

8
sin 4x

)
+ C.

Khi tính tích phân các hàm lượng giác ta có thể dùng các hệ thức lượng giác sau:
sinA cosB = 1

2 [sin(A−B) + sin(A+B)]
sinA sinB = 1

2 [cos(A−B)− cos(A+B)]
cosA cosB = 1

2 [cos(A−B) + cos(A+B)]

Các phép đổi biến lượng giác

Một số phép đổi biến lượng giác, với sec = 1
cos :

Biểu thức Phép đổi biến Hệ thức√
a2 − x2 x = a sin θ 1− sin2 θ = cos2 θ√
a2 + x2 x = a tan θ 1 + tan2 θ = sec2 θ√
x2 − a2 x = a sec θ sec2 θ − 1 = tan2 θ

Ví dụ 5.3.13. Tính
∫ √

9− x2dx.
Đặt x = 3 sin θ. Ta chỉ chọn miền xác định của biến θ sao cho miền xác định của

biến x được phủ, tức là sao cho hàm đổi biến là toàn ánh, nhằm mục đích công thức thu
được là đúng trên miền xác định ban đầu của biến x. Cách chọn thế nào cho tiện thì
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sẽ rõ hơn ở phần tính toán ngay phía sau: Với −π/2 ≤ θ ≤ π/2 thì cos θ ≥ 0, nhờ đó√
9− 9 sin2 θ = 3 cos θ, và∫ √

9− x2dx =

∫
3 cos θ3 cos θdθ = 9

∫
cos2 θdθ = 9

∫
1 + cos(2θ)

2
dθ

=
9

2
θ +

9

2
sin(2θ) + C =

9

2
θ +

9

2
sin θ cos θ + C =

9

2
arcsin

x

3
+

1

2
x
√

9− x2 + C.

Tích phân hàm hữu tỷ

Ta minh họa phương pháp qua một số ví dụ sau.

Ví dụ 5.3.14. Tính
∫
x3+x
x−1 dx.

Ta có ∫
x3 + x

x− 1
dx =

∫
(x2 + x+ 2 +

2

x− 1
)dx

=
x3

3
+
x2

2
+ 2x+ 2 ln |x− 1|+ C.

Ví dụ 5.3.15. Tính
∫

x2+2x−1
2x3+3x2−2x

dx.
Ta có thể phân tích hàm dưới dấu tích phân thành tổng sau

x2 + 2x− 1

x(2x− 1)(x+ 2)
=
A

x
+

B

2x− 1
+

C

x+ 2
.

Giải đồng nhất thức ta được A = 1
2 , B = 1

5 , và C = − 1
10 , và vì vậy∫

x2 + 2x− 1

2x3 + 3x2 − 2x
=

∫ (
1

2

1

x
+

1

5

1

2x− 1
− 1

10

1

x+ 2

)
dx

=
1

2
ln |x|+ 1

10
ln |2x− 1| − 1

10
ln |x+ 2|+K.

Ví dụ 5.3.16. Tính
∫

2x2−x+4
x3+4x

dx.

∫
2x2 − x+ 4

x3 + 4x
dx =

∫ (
1

x
+

x− 1

x2 + 4

)
dx

=

∫
1

x
dx+

∫
x

x2 + 4
dx−

∫
1

x2 + 4
dx

= ln |x|+ 1

2
ln(x2 + 4)− 1

2
tan−1(x/2) +K.

Ví dụ 5.3.17. Tính
∫

4x2−3x+2
4x2−4x+3

dx.
Ta chia đa thức và được

4x2 − 3x+ 2

4x2 − 4x+ 3
= 1 +

x− 1

4x2 − 4x+ 3
.

Chú ý rằng
4x2 − 4x+ 3 = (2x− 1)2 + 2.
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Ta đổi biến u = 2x− 1. Thì du = 2dx và x = 1
2(u+ 1), vì vậy∫

4x2 − 3x+ 2

4x2 − 4x+ 3
dx =

∫ (
1 +

x− 1

4x2 − 4x+ 3

)
dx

= x+
1

2

∫ 1
2(u+ 1)− 1

u2 + 2
du = x+

1

4

∫
u− 1

u2 + 2
du

= x+
1

4

∫
u

u2 + 2
du− 1

4

∫
1

u2 + 2
du

= x+
1

8
ln(u2 + 2)− 1

4

1√
2

arctan
u√
2

+ C

= x+
1

8
ln(4x2 − 4x+ 3)− 1

4
√

2
arctan

2x− 1√
2

+ C.

5.3.4 Sự tồn tại công thức cho tích phân

Theo Định lý cơ bản của Vi tích phân, mọi hàm liên tục đều có nguyên hàm cho bởi một
tích phân, do đó câu hỏi tính tích phân của một hàm có ý nghĩa thực sự là tìm công thức
tường minh cho tích phân đó. “Công thức tường minh” ở đây có ý nghĩa chính xác là công
thức của một hàm sơ cấp. Tuy vậy sau này người ta biết có những hàm liên tục mà nguyên
hàm không phải là hàm sơ cấp, nên không có công thức tường minh.

Ví dụ 5.3.18. Hàm f(x) = ex
2
có một nguyên hàm F , nhưng người ta có thể chứng minh

được rằng F không là một hàm sơ cấp.
Các tích phân sau cũng được biết không phải là hàm sơ cấp:∫

ex

x dx
∫

sin(x2)dx
∫

cos(ex)dx∫ √
x3 + 1dx

∫
1

lnxdx
∫

sinx
x dx

Có thể nói việc tìm công thức tường minh nói chung là một bài toán khó, mặc dù
người ta đã nghiên cứu rất nhiều từ lâu. Trong nhiều trường hợp công thức không có,
hoặc nếu có thì quá phức tạp để có ích. Người ta có thể dùng các phương pháp khác để
khảo sát tích phân, như phân tích thành chuỗi, tính toán xấp xỉ, biến đổi để khảo sát các
tính chất, mà không cần công thức tường minh.

Dùng các phần mềm tính toán kí hiệu để tính tích phân

Chúng ta thấy rằng việc tính toán tích phân nói chung là khó và mỗi loại tích phân cần
những phương pháp riêng. Người ta đã nghiên cứu nhiều và đưa ra những phương pháp
chuyên biệt để tính tích phân, cũng như soạn những bản tích phân rất lớn. Rõ ràng ít
người có thể nắm hết những phương pháp như vậy, cũng như việc sử dụng chúng hay tìm
trong bảng sẽ mất nhiều thời gian và công sức. Các việc này thích hợp để lập trình cho
máy tính thực hiện.

Các phần mềm tính toán kí hiệu (symbolic computation), còn gọi là các hệ Đại số máy
tính (Computer Algebra System) thường có cài đặt các thuật toán tính tích phân ở mức
độ khác nhau. Một số trong đó cài đặt một thuật toán phức tạp gọi là thuật toán Risch,
cho phép xác định một hàm cho trước có nguyên hàm sơ cấp hay không, và nếu có thì cho
công thức của hàm đó.

Ví dụ 5.3.19. Tính
∫ √

tanx dx.
Phần mềm Maxima [Maxi], cài đặt một phần thuật toán Risch, cho kết quả:
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−
ln
(
tanx+

√
2
√

tanx+ 1
)

2
3
2

+
ln
(
tanx−

√
2
√

tanx+ 1
)

2
3
2

+

+
arctan

(√
2
√

tanx+ 1
)

√
2

+
arctan

(√
2
√

tanx− 1
)

√
2

.

Có một số phần mềm tính toán kí hiệu khác có thể tính được tích phân, như GeoGebra
[GeoG], Wolfram Alpha [Wolf], Maple, Matlab, SageMath (có thể truy cập gói cài toàn
bộ thuật toán Risch).

5.3.5 Tính tích phân bằng phương pháp số

Trong nhiều trường hợp việc tính đúng tích phân là không thể, như đã thấy ở phần trước.
Có khi tính đúng cũng không cần thiết. Ngoài ra có những trường hợp hàm số được xác
định từ thực nghiệm thông qua các thiết bị đọc hay thu thập dữ liệu (một bảng số liệu
hay một đường cong chẳng hạn) và có thể không có công thức cho hàm. Khi đó việc tính
xấp xỉ tích phân của hàm là mối quan tâm chính.

Phương pháp cơ bản là dùng một tổng Riemann với cách chia khoảng thích hợp và
cách chọn điểm đại diện thích hợp.

Dưới đây ta xét phương pháp xấp xỉ dựa trên cách chia đều miền xác định.
Cho hàm f xác định trên đoạn [a, b]. Chia [a, b] thành n khoảng bằng nhau mỗi khoảng

có chiều dài ∆x = b−a
n . Đặt xi = a+ i∆x, 0 ≤ i ≤ n.

Lấy tổng Riemann với điểm đại diện là trung điểm (điểm giữa) của khoảng con, ta
được Qui tắc điểm giữa:∫ b

a
f(x) dx ≈Mn = [f(x∗1) + · · ·+ f(x∗n)]∆x

với
x∗i =

1

2
(xi−1 + xi).

Ví dụ 5.3.20. Sử dụng Qui tắc điểm giữa với n = 5 để xấp xỉ
∫ 2

1
1
x dx.

Các điểm biên của năm đoạn con là 1; 1,2; 1,4; 1,6; 1,8 và 2, vì thế các trung điểm là
1,1; 1,3; 1,5; 1,7 và 1,9. Chiều rộng của các đoạn con là ∆x = (2 − 1)/5 = 1

5 , vì thế theo
Qui tắc điểm giữa:∫ 2

1

1

x
dx ≈ ∆x[f(1,1) + f(1,3) + f(1,5) + f(1,7) + f(1,9)]

=
1

5

(
1

1,1
+

1

1,3
+

1

1,5
+

1

1,7
+

1

1,9

)
≈ 0,691908.

Phương pháp hình thang thay vì xấp xỉ bằng hình chữ nhật lại dùng xấp xỉ bằng hình
thang. Lấy diện tích hình thang trên khoảng [xi−1, xi] với chiều cao tại xi−1 là f(xi−1) và
chiều cao tại xi là f(xi), ta được Qui tắc hình thang:∫ b

a
f(x) dx ≈ Tn = [

1

2
f(x1) + f(x2) + f(x3) + · · ·+ f(xn−1) +

1

2
f(xn)]∆x.

Phương pháp Simpson thay vì xấp xỉ bằng hình chữ nhật lại dùng xấp xỉ bằng hình
parabol. Xấp xỉ đồ thị bên trên đoạn [xi−2, xi−1, xi] bởi một parabol đi qua các điểm
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(xi−2, f(xi−2)), (xi−1, f(xi−1)), (xi, f(xi)), rồi tính diện tích dưới parabol này. Cần số
điểm chia là số lẻ, tức số khoảng con là số chẳn, tức n là một số chẵn. Ta được Qui tắc
Simpson: ∫ b

a
f(x) dx ≈ Sn =

1

3
[f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + 2f(x4)+

· · ·+ 2f(xn−2) + 4f(xn−1) + f(xn)]∆x.

5.3.6 Tích phân suy rộng

Ta có thể có những câu hỏi đơn giản như diện tích bên dưới đồ thị của hàm y =
1

x
trên

(1,∞) là bao nhiêu? Để trả lời những câu hỏi như vậy người ta xây dựng khái niệm tích
phân suy rộng.

Định nghĩa 5.3.21. Ta định nghĩa

(a) ∫ ∞
a

f(x) dx = lim
t→∞

∫ t

a
f(x) dx

(b) ∫ a

−∞
f(x) dx = lim

t→−∞

∫ a

t
f(x) dx

(c) ∫ ∞
−∞

f(x) dx =

∫ a

−∞
f(x) dx+

∫ ∞
a

f(x) dx

(d) Nếu hàm f xác định trên (a, b] thì ta định nghĩa∫ b

a
f(x) dx = lim

t→a+

∫ b

t
f(x) dx

(e) Nếu hàmf xác định trên [a, b) thì ta định nghĩa∫ b

a
f(x) dx = lim

t→b−

∫ t

a
f(x) dx

Ta nói một tích phân suy rộng là hội tụ nếu giới hạn tồn tại (là một số thực), và phân kỳ
nếu giới hạn không tồn tại (không bằng một số thực nào).

Ví dụ 5.3.22. Xác định xem tích phân
∫∞

1 (1/x) dx hội tụ hay phân kỳ?
Theo định nghĩa ta có∫ ∞

1

1

x
dx = lim

t→∞

∫ t

1

1

x
dx = lim

t→∞
ln |x| |t1

= lim
t→∞

(ln t− ln 1) = lim
t→∞

ln t =∞.

Giới hạn không tồn tại như là một số thực và vì vậy tích phân suy rộng
∫∞

1 (1/x)dx phân
kỳ.
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Ví dụ 5.3.23. Tích phân ∫ ∞
1

1

xp
dx

là hữu hạn khi và chỉ khi p > 1.
Ta biết từ ví dụ trên là nếu p = 1, thì tích phân phân kỳ, vì vậy giả sử p 6= 1. Khi đó∫ ∞

1

1

xp
dx = lim

t→∞

∫ t

1
x−pdx

= lim
t→∞

x−p+1

−p+ 1
|x=t
x=1

= lim
t→∞

1

1− p

(
1

tp−1
− 1

)
Nếu p > 1 thì p− 1 > 0, vì vậy khi t→∞, tp−1 →∞ và 1/tp−1 → 0. Do đó∫ ∞

1

1

xp
dx =

1

p− 1
nếu p > 1

và vì vậy tích phân hội tụ. Nhưng nếu p < 1, thì p− 1 < 0 và vì vậy
1

tp−1
= t1−p →∞ khi →∞

và tích phân phân kỳ.

Ví dụ 5.3.24. Tính
∫ 0
−∞ xe

xdx.
Sử dụng phần định nghĩa ta có∫ 0

−∞
xexdx = lim

t→−∞

∫ 0

t
xexdx

Ta dùng tích phân từng phần với u = x, dv = exdx có du = dx, v = ex:∫ 0

t
= xex |0t −

∫ 0

t
exdx

= −tet − 1 + et

Ta biết rằng et → 0 khi t→ −∞, và theo quy tắc l’Hospital ta có

lim
t→−∞

tet = lim
t→−∞

t

e−t
= lim

t→−∞

1

−e−t
= lim

t→−∞
(−et) = 0

Do đó ∫ 0

−∞
xexdx = lim

t→−∞
(−tet − 1 + et)

= −0− 1 + 0 = −1.

Ví dụ 5.3.25. Tìm
∫ 5

2
1√
x−2

dx.

Ta chú ý rằng tích phân đã cho là suy rộng vì f(x) = 1/
√
x− 2 có tiệm cận đứng

x = 2. ∫ 5

2

dx√
x− 2

= lim
t→2+

∫ 5

t

dx√
x− 2

= lim
t→2+

2
√
x− 2 |5t

= lim
t→2+

2(
√

3−
√
t− 2)

= 2
√

3.
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Ví dụ 5.3.26. Tính
∫ 1

0 lnxdx.
Ta biết rằng hàm số f(x) = lnx có tiệm cận đứng tại 0 vì limx→0+ lnx = −∞. Do đó

tích phân đã cho suy rộng và ta có∫ 1

0
lnxdx = lim

t→0+

∫ 1

t
lnxdx.

Bây giờ ta dùng tích phân từng phần với u = lnx, dv = dx, du = dx/x và v = u:∫ 1

t
lnxdx = x lnx |1t −

∫ 1

t
dx

= 1 ln 1− t ln t− (1− t)
= −t ln t− 1 + t.

Để tìm giới hạn của số hạng đầu tiên ta dùng quy tắc l’Hospital:

lim
t→0+

t ln t = lim
t→0+

ln t

1/t
= lim

t→0+

1/t

−1/t2
= lim

t→0+
(−t) = 0.

Do đó ∫ 1

0
lnx dx = lim

t→0+
(−t ln t− 1 + t) = −0− 1 + 0 = −1.

Ví dụ 5.3.27. Chứng minh rằng
∫∞

0 e−x
2
dx hội tụ.

Ta không thể tính tích phân trực tiếp vì nguyên hàm của e−x
2
không phải là một hàm

sơ cấp. Ta viết ∫ ∞
0

e−x
2
dx =

∫ 1

0
e−x

2
dx+

∫ ∞
1

e−x
2
dx

và thấy rằng tích phân thứ nhất ở vế phải chỉ là một tích phân Riemann thông thường.
Trong tích phân thứ hai ta thấy rằng với x ≥ 1 ta có x2 ≥ x, nên −x2 ≤ −x, và do đó
e−x

2 ≤ e−x, do đó∫ ∞
1

e−x
2
dx ≤

∫ ∞
1

e−xdx = lim
t→∞

∫ t

1
e−xdx = lim

t→∞
(e−1 − e−t) = e−1.

Điều này cho phép suy ra
∫∞

0 e−x
2
hội tụ.

Tích phân này thường xuất hiện trong Xác suất và Thống kê, xem mục 5.4.4.

Bài tập

Tính tích phân

5.3.1. Tính tích phân

(a)
∫ a
0
x
√
a2 − x2dx.

(b)
∫ a
0
x
√
x2 + a2dx, a > 0.

(c)
∫ π/3
−π/3 x

4 sinxdx.

(d)
∫ 2

1
x
√
x− 1dx.

(e)
∫ 4

0
x√

1+2x
dx.

(f)
∫ 3

2
1

r ln r dr.

(g)
∫

sin 2x
1+cos2 x dx.

(h)
∫

sin 2x
1+sin x dx.

(i)
∫ 1

0
z
√

1− z2 dz.

(j)
∫ 2

1
ln 2x
x dx.

(k)
∫
αe−α

2

dα.

(l)
∫
e
1
t

t2 dt.
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(m)
∫

1/(2x + 2−x) dx. (n)
∫ 2

1
3x2 lnx dx.

5.3.2. Tính tích phân

(a)
∫
x cos 4xdx

(b)
∫
ye0,3ydy

(c)
∫
te−2tdt

(d)
∫

(x2 + 3x) cosxdx

(e)
∫
t3 ln tdt

(f)
∫

(lnx)2dx

(g)
∫
e2θ sin 3θdθ

(h)
∫
z3ezdz

(i)
∫

cosx ln(sinx)dx

(j)
∫ 9

4
ln y√
y dy

(k)
∫ 3

1
r3 ln rdr

(l)
∫ 1

0
y
e2y dy

5.3.3. Tính tích phân

(a)
∫

x4

x−1dx.

(b)
∫

3t−2
t+1 dt.

(c)
∫ 1

0
2

2x2+3x+1dx.

(d)
∫ 1

0
x−4

x2−5x+6dx.

(e)
∫

1
(x+a)(x+b)dx.

(f)
∫ 4

3
x3−2x2−4
x3−2x2 dx.

(g)
∫ 1

0
x3−4x−10
x2−x−6 dx.

(h)
∫

10
(x−1)(x2+9)dx.

(i)
∫
x3+x2+2x+1
(x2+1)(x2+2)dx.

(j)
∫

3x2+x+4
x4+3x+2dx.

(k)
∫

x2−3x+7
(x2−4x+6)2 dx.

5.3.4. Tính tích phân

(a)
∫ 1

0
x3
√

1− x2dx.

(b)
∫ a
0

dx
(a2+x2)3/2

, a > 0.

(c)
∫

dt
t2
√
t2−16 .

(d)
∫

dx√
x2+16

.

(e)
∫

t5√
t2+2

dt.

(f)
∫ √

1− 4x2dx.

(g)
∫ 1

0
dx

(x2+1)2 .

(h)
∫ √

1+x2

x dx.

5.3.5. Dùng phép đổi biến lượng giác để chứng minh rằng∫
dx√
x2 + a2

= ln(x+
√
x2 + a2) + C.

5.3.6. Dùng máy tính để tính các tích phân của các hàm:

(a) (x5 + 4x3 + 2x− 4)/(2x3 − 8x+ 6).

(b) (x5 + 4x3 + 2x− 4)/(2x3 − 4x+ 6).

(c) e−x
2

.

(d) sin lnx.

(e)
√
x+
√

1 + x2/x.

5.3.7. Chứng minh công thức truy hồi, với n ≥ 2 là một số nguyên:

(a) ∫
cosn xdx =

1

n
cosn−1 x sinx+

n− 1

n

∫
cosn−2 xdx.

(b) ∫
sinn xdx = − 1

n
cosx sinn−1 x+

n− 1

n

∫
sinn−2 xdx.
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5.3.8. Chứng minh rằng với n ≥ 2 là một số nguyên:

(a) ∫ π/2

0

sinn xdx =
n− 1

n

∫ π/2

0

sinn−2 xdx.

(b) ∫ π/2

0

sin2n+1 xdx =
2 · 4 · 6 · · · · · 2n

3 · 5 · 7 · · · · · (2n+ 1)
.

(c) ∫ π/2

0

sin2n xdx =
1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · · · 2n
π

2
.

5.3.9. Chứng minh công thức, với m và n là các số nguyên dương

(a)
∫ π

−π
sinmx cosnx dx = 0.

(b)
∫ π

−π
sinmx sinnx dx =

{
0, nếu m 6= n

π, nếu m = n.

(c)
∫ π

−π
cosmx cosnx dx =

{
0, nếu m 6= n

π, nếu m = n.

5.3.10. Một chuỗi Fourier hữu hạn được định nghĩa bởi

f(x) =

N∑
n=1

an sinnx = a1 sinx+ a2 sin 2x+ · · ·+ aN sinNx.

Chứng minh rằng hệ số am được cho bởi công thức

am =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinmxdx.

Tính tích phân bằng phương pháp số

5.3.11. Dùng Qui tắc điểm giữa với n = 6 để tính xấp xỉ tích phân
∫ 3

1
e1/x dx. Ước lượng sai số

tính toán.

5.3.12. Dùng quy tắc Simpson với n = 10 để ước lượng tích phân
∫ 1

0
ex

2

dx. Ước lượng sai số của
xấp xỉ này.

5.3.13. Ta phải chọn n lớn tới mức nào để đảm bảo rằng xấp xỉ theo quy tắc Simpson cho∫ 2

1
(1/x)dx chính xác với sai số không quá 0, 0001?

5.3.14. Dùng dữ liệu được cho, quy tắc điểm giữa, qui tắc hình thang, và qui tắc Simpson để ước
lượng giá trị của tích phân

∫ 5

1
f(x)dx:

x f(x) x f(x)
1,0 2,4 3,5 4,0
1,5 2,9 4,0 4,1
2,0 3,3 4,5 3,9
2,5 3,6 5,0 3,5
3,0 3,8

Tích phân suy rộng

5.3.15. Tính diện tích bên dưới đường y =
2

x3
bên trên trục x trên khoảng [3,∞).

5.3.16. Chứng tỏ phần thể tích nhận được bằng cách xoay quanh trục x phần mặt phẳng bên
dưới đồ thị của hàm y = 1/x với x ≥ 1 bên trên trục x có thể tích hữu hạn.

5.3.17. Xác định tích phân hội tụ hay phân kỳ.
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(a)
∫ 1

0
3
x5 dx.

(b)
∫ 3

2
1√
3−xdx.

(c)
∫ 14

−2
dx

4
√
x+2

.

(d)
∫ 8

6
4

(x−6)3 dx.

(e)
∫ 3

−2
1
x4 dx.

(f)
∫ 1

0
dx√
1−x2

dx.

(g)
∫ 9

0
1

3
√
x−1dx.

(h)
∫ 5

0
w
w−2dx.

(i)
∫ 3

0
dx

x2−6x+5 .

(j)
∫ 3

2
dx√
3−x .

5.3.18. Tìm xem tích phân sau là hội tụ hay phân kì. Nếu tích phân hội tụ hãy tính nó.

(a)
∫∞
e

ln x
x dx.

(b)
∫ 1

0
e−1/x

x2 dx.

5.3.19. Xác định tích phân hội tụ hay phân kỳ.

(a)
∫∞
0

x
x3+1dx.

(b)
∫∞
1

2+e−x

x dx.

(c)
∫∞
1

x+1√
x4−xdx.

(d)
∫ π
0

sin2 x√
x
dx.

(e)
∫∞
0
xe−x

2/2 dx.

(f)
∫ 1

0
e−1/x

x3 dx.

5.3.20. Tìm các giá trị của p sao cho tích phân hội tụ và tính tích phân với các giá trị đó của p.

(a)
∫ 1

0
1
xp dx.

(b)
∫∞
e

1
x(ln x)p dx.

(c)
∫ 1

0
xp lnxdx.

Các bài tập khác

5.3.21. Nếu f liên tục trên R, hãy chứng minh∫ b

a

f(−x)dx =

∫ −a
−b

f(x)dx.

Hãy minh họa hình học đẳng thức này.

5.3.22. Nếu f liên tục trên R, hãy chứng minh rằng∫ b

a

f(x+ c)dx =

∫ b+c

a+c

f(x)dx.

Hãy minh họa hình học đẳng thức này.

5.3.23. Cho f là một hàm liên tục. Đặt

g(x) =

∫ x

0

(x− t)f(t)dt.

Đây là một ví dụ của một đối tượng nâng cao hơn trong Giải tích toán học gọi là tích chập
(convolution).

(a) Tính g nếu f(x) = x.

(b) Chứng tỏ

g(x) = x

∫ x

0

f(t)dt−
∫ x

0

tf(t)dt.

(c) Tính g′(x) và g′′(x).
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5.4 Ứng dụng của tích phân

5.4.1 Diện tích, thể tích

Diện tích giữa hai đồ thị

Ta biết nếu f là hàm không âm có tích phân trên đoạn [a, b] thì diện tích của tập hợp bên
dưới đồ thị của f bằng ∫ b

a
f(x) dx

Bây giờ nếu f và g là hai hàm có tích phân với f ≥ g trên [a, b] thì có thể suy ra diện tích
của tập nằm giữa hai đồ thị là ∫ b

a
[f(x)− g(x)] dx.

Ví dụ 5.4.1. Tìm diện tích nằm giữa hai đường y = x2 và y = x3.
Ta dễ dàng khảo sát được, và có thể dùng thêm hình vẽ để thấy, rằng hai đường này

cắt nhau tại x = 0 và x = 1, và trên [0, 1] thì x2 ≥ x3. Do đó diện tích của phần nằm giữa
hai đồ thị bằng ∫ 1

0
(x2 − x3) dx =

1

12
.

Thể tích

Trong phần Tích phân hàm nhiều biến, xem [Bmgt2], chúng ta sẽ khảo sát một cách có
hệ thống hơn vấn đề thể tích. Ở đây ta chỉ thảo luận một trường hợp riêng của thể tích.

Nếu một khối trong R3 có diện tích của mặt cắt vuông góc trục x tại x ∈ [a, b] là A(x)
thì ta có thể định nghĩa thể tích của khối là∫ b

a
A(x) dx.

Định nghĩa này nói rằng thể tích của khối bằng tổng diện tích các mặt cắt song
song.

Ví dụ 5.4.2. Thể tích quả cầu bán kính R là V = 4π
3 R

3.
Lấy quả cầu tâm O bán kính R. Vì nên diện tích của lát cắt tại x là diện tích của hình

tròn có bán kính r =
√
R2 − x2, do đó

A(x) = πr2 = π
(√

R2 − x2
)2

= π
(
R2 − x2

)
.

Vậy thể tích quả cầu bằng

V = π

∫ R

−R

(
R2 − x2

)
dx = π

[
R2x− 1

3x
3
]R
−R = 4

3πR
3.

Ví dụ 5.4.3. Thể tích của khối kim tự tháp với đáy chữ nhật là V = 1
3Bh với B là diện

tích đáy và h là chiều cao.

Ví dụ 5.4.4. Một khối tròn xoay nhận được bằng cách xoay một miền trong mặt phẳng
quanh một đường thẳng trong mặt phẳng đó. Giả sử f ≥ 0 trên [a, b]. Thể tích của khối
tròn xoay nhận đường bằng cách xoay đồ thị của f quanh trục x là

V = π

∫ b

a
[f(x)]2 dx.
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a

b

c d

z = f(x, y)
z

y

x

∫ d
c
f(x, y) dy

x

Hình 5.4.1: Thể tích của khối qua diện tích mặt cắt.

5.4.2 Giá trị trung bình

Nếu tại các điểm xi, 1 ≤ i ≤ n có tương ứng các giá trị f(xi) thì giá trị trung bình tại
các điểm này như ta đã biết là 1

n

∑n
i=1 f(xi). Trong trường hợp miền xác định có vô hạn

phần tử, giả sử f được xác định trên [a, b] thì giá trị trung bình của f được cho bằng công
thức tương tự, chỉ thay tổng bằng tích phân:

1

b− a

∫ b

a
f.

Giá trị trung bình của một hàm số trên một miền xác định chính là tổng giá trị của hàm
chia cho chiều dài của miền xác định.

Có thể giải thích chi tiết hơn như sau. Chia [a, b] thành n đoạn con có cùng chiều dài
∆x

a = x0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn = b.

Lấy điểm xi−1 ≤ x∗i ≤ xi. Giá trị trung bình của hàm tính tại các điểm chia trên là:

f(x∗1) + f(x∗2) + f(x∗3) + · · ·+ f(x∗n)

n
.

Ta viết

f(x∗1) + f(x∗2) + · · ·+ f(x∗n)

n
= [f(x∗1) + f(x∗2) + · · ·+ f(x∗n)] · b− a

n
· 1

b− a

= [f(x∗1) + f(x∗2) + · · ·+ f(x∗n)] ·∆x · 1

b− a

Số hạng
[f(x∗1) + f(x∗2) + · · ·+ f(x∗n)] ·∆x

chính là một tổng Riemann của f . Qua giới hạn ta được ngay giá trị trung bình của hàm
là

1

b− a

∫ b

a
f(x) dx.
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Ví dụ 5.4.5. Nhiệt độ t giờ sau 9 giờ sáng được cho bởi

T (t) = 30 + 14 sin
πt

12
.

Tìm nhiệt độ trung bình giữa 9 giờ sáng và 9 giờ tối.
Giá trị trung bình của T giữa t = 0 và t = 12 là

1

12− 0

∫ 12

0
T (t) dt =

1

12

∫ 12

0

(
30 + 14 sin

πt

12

)
dt ≈ 38,9.

5.4.3 Một số ứng dụng trong khoa học

Một ý nghĩa chính của tích phân là tính tổng, vì vậy mỗi khi trong khoa học kỹ thuật có
nhu cầu tính tổng của vô hạn giá trị thì tích phân có thể xuất hiện.

Ví dụ 5.4.6 (mạch máu). Luật dòng chảy về tốc độ dòng máu chảy trong một mạch
máu được xây dựng như sau:

v(r) =
P

4ηl
(R2 − r2)

trong đó, v là vận tốc dòng máu chảy trong một mạch máu với bán kính R và độ dài l
ở một khoảng cách r từ trục ở tâm, P là áp lực khác nhau giữa các điểm cuối của mạch
máu và η là độ nhớt của máu. Ta tính thể tích máu đi trong mạch máu theo đơn vị thời
gian hay còn gọi là thông lượng của dòng máu chảy. Tổng thể tích máu đi qua ở mỗi bán
kính cố định trong một đơn vị thời gian là v(r)2πr, vậy tổng thể tích máu đi trong mạch
máu trong một đơn vị thời gian là∫ R

0
v(r)2πr dr =

∫ R

0

P

4ηl
(R2 − r2)2πr dr =

πPR4

8ηl
.

Ví dụ 5.4.7 (thủy lực). Một con đập có dạng hình chữ nhật, thẳng đứng. Độ cao của
nó là 20 mét và bề rộng là 50 mét. Tính áp lực nước tác động lên con đập nếu mực nước
cách đỉnh đập 4 mét.

Áp lực lên một chất lỏng tĩnh ở độ sâu d dưới bề mặt nằm ngang của chất lỏng có
mật độ khối lượng ρ là P = ρgd trong đó g là hằng số trọng trường. Một trong những
nguyên lý quan trọng trong áp lực dòng chảy là tại mọi vị trí trong một chất lỏng tĩnh áp
lực giống nhau theo mọi hướng. (Nếu không thì chất lỏng sẽ di chuyển theo hướng có áp
lực lớn hơn.)

Đặt một hệ tọa độ lên mặt phẳng của con đập, chọn gốc tọa độ ở góc dưới bên trái
của con đập, trục x nằm ngang và trục y thẳng đứng hướng lên. Áp lực nước tĩnh tại một
điểm có cao độ y là ρg(16− y). Tổng áp lực nước trên đập ở cao độ này là 50ρg(16− y),
và tổng áp lực nước trên toàn đập là∫ 16

0
50ρg(16− y) dy = 50 · 1000 · 9,8 · (16y− 1

2
y2)|16

0 = 490000 · (162− 1

2
162) = 62720 kPa.

Ở đây đơn vị SI để đo áp lực là newton trên mét vuông, còn được gọi là Pascal (1N/m2 =
1Pa). Bởi vì đây là một đơn vị nhỏ, người ta cũng thường sử dụng Kilopascal (kPa).

Hàm mật độ

Về cơ bản, nếu tại mỗi điểm xi, 1 ≤ i ≤ n có tương ứng các giá trị f(xi) của một đại
lượng thì tổng giá trị của đại lượng đó dĩ nhiên là

∑n
i=1 f(xi). Nếu tập hợp D các điểm

đang xét là vô hạn thì hàm f từ D vào tập các số thực có khi được gọi là hàm mật độ
của đại lượng, và tổng giá trị của đại lượng là tích phân

∫
D f của hàm mật độ.
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Ví dụ 5.4.8. Tìm khối lượng của một thanh kim loại dài 2 mét có mật độ khối lượng
ρ(x) = 1 + x(2− x) kg/m, với x là khoảng cách từ một đầu của thanh tới điểm đang xét.

Khối lượng của thanh bằng tích phân trên thanh của hàm mật độ khối lượng:∫ 2

0
ρ(x) dx =

∫ 2

0
[1 + x(2− x)] dx = 10/3 (kg).

Công

Giả sử một vật di chuyển một khoảng cách d trên một đường thẳng dưới tác động của
một lực hằng F cùng chiều chuyển động. Công của F được định nghĩa trong Vật lý là

W = Fd.

Công đại diện cho tổng tác động của lực vào chuyển động.
Bây giờ xét trường hợp tổng quát hơn, lực F có thể thay đổi, tuy vẫn cùng phương

chuyển động. Đặt một trục tọa độ trên phương chuyển động. Vị trí của vật được cho bởi
số thực x còn độ lớn lực tác động lên vật tại điểm đó được cho bởi F (x). Giả sử vật di
chuyển từ vị trí x = a tới vị trí x = b. Công của lực F là∫ b

a
F (x) dx.

Ví dụ 5.4.9 (động năng). Giả sử một vật di chuyển dưới tác dụng của tổng lực F . Giả
sử vị trí của vật ở thời điểm t là x(t). Giả sử x(t0) = a và x(t1) = b. Công của trường với
chuyển động này bằng ∫ b

a
F (x)dx.

Ta định nghĩa động năng (kinetic energy) (năng lượng từ chuyển động) của vật là K(t) =
1
2mx

′(t)2.
Theo cơ học Newton: F = ma = mx′′. Do đó:∫ b

a
F (x) dx =

∫ t1

t0

F (x(t))x′(t) dt =

∫ t1

t0

mx′′(t)x′(t) dt.

Bây giờ chú ý hệ thức
(
(x′)2

)′
= 2x′x′′, ta biến đổi∫ b

a
F (x) dx =

∫ t1

t0

m
1

2
(x′(t)2)′ dt

=
1

2
mx′(t1)2 − 1

2
mx′(t0)2 = K(t1)−K(t0).

Vậy công tác động lên vật bằng biến thiên động năng của vật.

5.4.4 Xác suất

Một biến ngẫu nhiên X là một ánh xạ từ một tập hợp các sự kiện vào tập hợp các số thực.
Trong trường hợp tập giá trị D của X là hữu hạn thì ta nói X là một biến ngẫu nhiên rời
rạc. Với mỗi giá trị x ∈ D có một số thực 0 ≤ f(x) ≤ 1 là xác suất để X có giá trị x, kí
hiệu là P (X = x). Hàm f được gọi là hàm phân bố xác suất của biến ngẫu nhiên X. Xác
suất để X có giá trị trong tập C ⊂ D được cho bởi

P (X ∈ C) =
∑
x∈C

f(x).
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Một hệ quả là
∑

x∈D f(x) = P (X ∈ D) = 1. Giá trị trung bình (mean) hay kỳ vọng
(expected value) theo xác suất của X được cho bởi:

E(X) =
∑
x∈D

xf(x).

Ví dụ 5.4.10. Xét một trò chơi với con xúc sắc như sau: Người chơi phải trả 20 đồng cho
mỗi lần tung xúc sắc. Nếu mặt ngửa là mặt 6 nút thì người chơi được nhận 60 đồng, nếu
là các mặt còn lại thì chỉ được nhận 10 đồng. Hỏi trong trò chơi này ai được lợi, người
chơi hay người tổ chức trò chơi?

Gọi X là biến xác suất như sau: Mặt 6 nút của xúc sắc ứng với số thực 60, các mặt
còn lại ứng với số thực 10. Hàm phân bố xác suất trong trường hợp này là f(10) = 5/6
và f(60) = 1/6. Câu trả lời cho câu hỏi trên được quyết định bởi giá trị trung bình của
biến xác suất X. Ta có E(X) = 10 · 5

6 + 60 · 1
6 = 110

6 < 20, như vậy nếu chơi nhiều lần thì
người chơi sẽ bị thiệt, còn người tổ chức trò chơi sẽ hưởng lợi.

Trong trường hợp biến ngẫu nhiên liên tục, tập giá trị của biến ngẫu nhiên X là một
tập con vô hạn D của tập hợp các số thực. Tương tự với trường hợp rời rạc, có một hàm
phân bố xác suất, hay mật độ xác suất (probability density function) f xác định trên D
sao cho f(x) ≥ 0 và xác suất để X có giá trị trong tập C ⊂ D được cho bởi

P (X ∈ C) =

∫
C
f.

Một hệ quả là hàm mật độ xác suất phải thỏa P (X ∈ D) =
∫
D f = 1.

Trung bình hay kỳ vọng của biến ngẫu nhiên X được cho bởi:

E(X) =

∫
D
xf.

Chú ý sự tương tự của công thức này với công thức của tâm khối lượng.

Ví dụ 5.4.11. Một nhà sản xuất bảo hành một sản phẩm 2 năm. Gọi T là biến xác suất
ứng thời điểm hư hỏng của sản phẩm với số thực t ≥ 0 là thời gian từ khi sản phẩm được
sản xuất theo năm. Giả sử hàm mật độ xác suất được cho bởi f(t) = 0.1e−0.1t. Xác suất
sản phẩm bị hư trong thời gian bảo hành sẽ là

P (0 ≤ T ≤ 2) =

∫ 2

0
0.1e−0.1t dt ≈ 18%.

Ví dụ 5.4.12 (phân bố chuẩn). Nhiều hiện tượng ngẫu nhiên được mô hình hóa bằng
hàm phân bố có dạng

f(x) =
1

σ
√

2π
e−(x−µ)2/2σ2

.

Đồ thị của hàm này có dạng trong Hình 5.2.1.

Việc đây thực sự là một hàm phân bố xác suất là hệ quả của công thức∫ ∞
−∞

e−x
2
dx =

√
π.

Trong trường hợp này giá trị trung bình là µ, còn số σ đo mức độ phân tán của giá trị,
được gọi là độ lệch chuẩn (standard deviation).
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Bài tập

Diện tích, thể tích

5.4.1. Tính diện tích miền được bao bởi các đường cong đồ thị của các hàm số:

(a) f(x) = 2x3 + 3 và g(x) = 4x+ 3.

(b) f(x) = 4x− 3x3 và g(x) = 2x+ 1.

(c) f(x) = (x2 − 1)(x2 − 2) và trục x.

(d) y = f(x) = 3x4 − 24x2 + 50 và đường thẳng ` cắt C ở x = 1 và x = 3.

(e) y = x(2− x) và x = 2y.

(f) x2 = 4y và x = 4y − 2.

(g) y = x2 và x = y2.

(h) f(x) = x2 và g(x) = 3/(2 + x2).

(i) y = (1/2)x2 + 1 và y = x+ 1.

(j) x2 + y2 = 1 và (x− 1)2 + y2 = 1.

5.4.2. Sử dụng chương trình máy tính để vẽ và tìm diện tích của miền được giới hạn bởi các đường
cong y = x5 − 5x3 + 3x và y = 2x+ 1.

5.4.3. Sử dụng chương trình máy tính để vẽ và xấp xỉ diện tích của miền được giới hạn bởi các
đường cong y = |x| và y = cosx.

5.4.4. Một máy chụp cắt lớp vi tính theo trục ngang CAT (Computerized Axial Tomography) tạo
ra ảnh chụp phần trong của một cơ quan của cơ thể con người nhằm cung cấp thông tin về cơ quan
mà không cần phẫu thuật. Giả sử rằng một máy chụp cắt lớp vi tính CAT chụp cắt lớp một lá gan
của một người với khoảng cách các mặt cắt cách đều nhau một khoảng là 1, 5 cm. Cho biết chiều dài
lá gan là 15 cm và diện tích các mặt cắt ngang (đơn vị cm2) là 0, 14, 50, 70, 90, 100, 110, 120, 70, 40, 0.
Hãy ước tính thể tích lá gan.

5.4.5. Tìm thể tích của khối bao bởi mặt tròn xoay nhận được bằng cách xoay đường y = x3

quanh trục x với x từ 0 tới 2.

Plot of z =

For vu Mon Mar 19 12:10:09 AM ICT 2007

5.4.6. Tìm thể tích của khối được tạo bằng cách xoay miền bao bởi đồ thị của hàm f(x) = x−x3
và trục x quanh trục y.
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5.4.7. Tìm thể tích của khối nhận được bằng cách xoay quanh trục y phần mặt phẳng bao bởi
đường y = x2 − 4x+ 4 và đường y = 1.

5.4.8. Tính thể các tích khối S được mô tả sau đây.

(a) Hình nón thẳng đứng có chiều cao h và bán kính của hình tròn đáy r.

(b) Một hình nón cụt thẳng đứng có chiều cao h, bán kính mặt đáy dưới là R và bán kính của
mặt đáy trên là r.

(c) Một nắp tròn xoay (khối tròn xoay được cắt ra từ một hình cầu) có bán kính r và chiều cao
nắp là h.

(d) Một khối chóp cụt có đáy dưới là hình vuông có cạnh b, đáy trên là hình vuông có cạnh a,
và chiều cao khối chóp cụt là h.

(e) Một khối hình chóp tứ giác với chiều cao h và đáy hình chữ nhật với chiều rộng b, chiều dài
2b.

(f) Một hình chóp tam giác với chiều cao h và đáy là tam giác đều có cạnh a.

(g) Mặt đáy của S là một miền có dạng elip với đường biên là 9x2 + 4y2 = 36. Các thiết diện
vuông góc với trục Ox là hình tam giác vuông cân với cạnh huyền thuộc mặt đáy.

5.4.9. Nhiệt độ trong một nhà kính được điều khiển theo thiết kế T (t) = 25− 3 cos( π12 t), với t là
thời gian tính bằng giờ từ nửa đêm. Tìm nhiệt độ trung bình vào ban ngày (6 giờ sáng tới 6 giờ
tối) và ban đêm.

Ứng dụng trong kinh tế

5.4.10. Hàm chi phí biên (còn gọi là chi phí cận biên – marginal cost) (xấp xỉ bằng chi phí cho
mỗi đơn vị sản phẩm) khi x đơn vị sản phẩm được sản xuất là

C ′(x) =
√
x− 3e2x.

Chi phí cố định là (fixed cost) là C(0) = 1000. Tìm hàm chi phí C(x).

5.4.11. Hàm chi phí biên khi x đơn vị sản phẩm được sản xuất là

C ′(x) = e0,3x + 4x2 + 5.

Chi phí cố định là C(0) = 10.

(a) Tìm hàm chi phí C(x).

(b) Tính chi phí trung bình trong khoảng qui mô sản xuất 0 ≤ x ≤ 10.

5.4.12. Hàm doanh thu biên (marginal revenue) từ sản xuất q đơn vị của một sản phẩm là
R′(q) = 5− e7q . Không có doanh thu khi không có sản phẩm. Hãy tìm hàm doanh thu R(q).

5.4.13. Doanh thu R (triệu đồng) từ bán một sản phẩm trong một ngày phụ thuộc vào thời điểm
t (giờ) kể từ 7 giờ sáng, cho bởi

R(t) = t4 − 12t3 + 46t2 − 60t+ 50.

(a) Hãy tính tổng doanh thu từ 9 giờ tới 15 giờ.

(b) Hãy tính doanh thu trung bình trong khoảng thời gian này.

5.4.14. Hàm cung ứng (supply function) của một sản phẩm là

p = S(x) = 5 + 3e0,001x

trong đó p là giá bán sản phẩm và x là sản lượng sản phẩm. Tính giá trung bình trong khoảng
cung ứng 10 ≤ x ≤ 20.
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5.4.15. Doanh thu R (triệu đồng) từ bán một sản phẩm một năm phụ thuộc vào thời điểm t
(tháng) kể từ đầu năm, cho bởi

R(t) = 0,1(t− 7)2 + 2.

(a) Vẽ đồ thị của hàm doanh thu.

(b) Tính tổng doanh thu một năm.

(c) Tính doanh thu trung bình hằng tháng.

5.4.16. Một công ty sản xuất x đơn vị sản phẩm mỗi tháng. Phương trình liên hệ giá p mỗi đơn
vị sản phẩm với sản lượng x là p = 500− 0,25x, 0 ≤ x ≤ 1000.

(a) Chi phí cho mỗi đơn vị sản phẩm (chi phí biên – marginal cost) là 300, chi phí cố định là
70. Tìm hàm chi phí.

(b) Tìm hàm doanh thu và hàm lợi nhuận.

(c) Vẽ đồ thị hàm lợi nhuận.

(d) Với qui mô sản xuất như thế nào thì công ty có lợi nhuận dương?

(e) Với qui mô sản xuất như thế nào thì công ty có lợi nhuận tối đa?

(f) Tìm lợi nhuận bình quân (lợi nhuận trung bình) nếu công ty sản xuất trong khoảng 300 tới
500 đơn vị sản phẩm mỗi tháng.

(g) Nếu chính quyền đánh thuế 4 đơn vị tiền tệ trên mỗi đơn vị sản phẩm mà công ty sản xuất
ra, thì công ty nên bán sản phẩm ở giá bao nhiêu để có lợi nhuận lớn nhất?

Ứng dụng trong vật lí

5.4.17. Một chiếc xe đang chạy trên đường thì người lái thấy một vật cản và lập tức áp dụng
thắng hãm xe. Tại thời điểm áp dụng thắng xe đang chạy với vận tốc 60 kilômét một giờ. Xe hãm
với gia tốc là 44 mét trên giây bình phương.

(a) Viết công thức cho vận tốc xe t giây sau khi áp dụng thắng. Khi nào xe dừng?

(b) Viết công thức cho khoảng cách di chuyển của xe t giây sau khi áp dụng thắng. Xe đi bao
xa trước khi dừng?

5.4.18. Điện tích phân bố dọc theo một ống thẳng dài 10 cm theo mật độ ρ(x) = 10−4 x
x2+1

coulomb/cm với x là khoảng cách tới đầu ống. Hãy tính tổng điện tích trong ống.

5.4.19. Một cái bồn có dạng hình hộp với chiều rộng 3 mét, chiều dài 4 mét, chiều cao 5 mét chứa
đầy nước. Ta cần tính công W – năng lượng cần thiết để bơm hết nước ra khỏi bồn qua mặt trên
của bồn.

(a) Gọi x là khoảng cách từ một chất điểm trong bồn tới mặt trên của bồn. Giải thích vì sao
công để đưa chất điểm này ra khỏi bồn là xρg, với mật độ khối lượng của nước là ρ = 1000
kg/m3, hằng số trọng lực là g = 9,8 m/s2.

(b) Thiết lập công thức W =
∫ 5

0
xρg · 3 · 4 dx. Tính W .

5.4.20. Một hồ bơi hình tròn có đường kính 24 mét, tường bao quanh hồ cao 5 mét, và độ sâu
của nước trong hồ là 4 mét. Tính công cần thiết để bơm tất cả nước lên trên tường bao quanh và
ra khỏi hồ. (khối lượng riêng của nước là 1000 kg/mét3.)

5.4.21. Định luật vạn vật hấp dẫn của Newton phát biểu rằng hai vật có khối lượng m1 và m2 sẽ
bị hút gần nhau bằng một lực

F = G
m1m2

r2

trong đó r là khoảng cách giữa các vật thể G là hằng số hấp dẫn. Nếu một trong hai vật thể được
cố định, tính công cần thiết để di chuyển vật còn lại từ r = a đến r = b.

Tính công, tức tổng năng lượng được tạo ra từ nhiên liệu tên lửa, cần thiết để phóng một vệ
tinh nặng 1000 kg theo chiều thẳng đứng lên đến độ cao 1.000 km.

Giả sử rằng khối lượng của Trái đất là 5,98× 1024 kg và được tập trung tại tâm quả đất. Lấy
bán kính trái đất là 6,37× 106 m và G = 6,67× 10−11 N ·m2/kg2.
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5.4.22. Điện gia dụng được cung cấp theo hình thức điện xoay chiều thay đổi từ 155V đến −155V
với tần số 60 chu kỳ mỗi giây (Hz). Điện áp được cho bởi phương trình

E(t) = 155 sin(120πt)

trong đó t là thời gian tính theo giây. Các vôn kế đọc điện áp hiệu dụng (RMS), đó là căn bậc hai
của giá trị trung bình của [E(t)]2 trong một chu kỳ.

(a) Tính điện áp RMS của dòng điện gia dụng trên.

(b) Nhiều bếp điện yêu cầu một điện áp RMS 220V . Tìm biên độ A tương ứng cần thiết cho
điện áp E(t) = A sin(120πt).

Các ứng dụng khác

5.4.23. Cao huyết áp là do động mạch bị hẹp lại và để đạt được thông lượng dòng chảy bình
thường tim phải bơm mạnh hơn, tức là tăng huyết áp. Hãy tìm quan hệ giữa bán kính động mạnh
và áp lực máu trong điều kiện thông lượng máu không đổi. Nếu bán kính động mạnh bị giảm đi
1/4 thì áp lực máu phải tăng lên bao nhiêu để đảm bảo cung cấp đủ máu cho cơ thể?

5.4.24. Một nhà sản xuất bảo hành sản phẩm 2 năm. Thời gian cho tới hư hỏng của sản phẩm
được ước lượng bởi hàm mật độ xác suất

f(t) = 0,1e−0,1t

trong đó t là năm kể từ ngày sản xuất. Hãy tính xác suất sản phẩm bị hư trong thời gian bảo
hành.

5.4.25. Thời gian sử dụng được của một loại vỏ xe được cho bởi hàm mật độ xác suất f(x) =
0,02e−0,02x. Hãy tìm xác suất để vỏ xe này dùng được ít nhất 30.000 kilômét.

5.4.26. Tốc độ của xe trên đường cao tốc có giới hạn 100 km/h tuân theo phân phối chuẩn với
giá trị trung bình 112 km/h và độ lệch chuẩn 8 km/h.

(a) Xác suất mà một xe bất kỳ chạy với tốc độ cho phép là bao nhiêu?

(b) Nếu cảnh sát phạt những người lái xe chạy quá 125 km/h, bao nhiêu phần trăm người lái
xe sẽ bị phạt?

5.4.27. Chứng minh rằng hàm mật độ xác suất của phân phối chuẩn có 2 điểm uốn tại x = µ±σ.

5.4.28. Với mọi phân phối chuẩn, tính xác suất mà một biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong đoạn
[µ− 2σ, µ+ 2σ].



Chương 6
Chuỗi

6.1 Tiếp theo về Dãy số thực

Trong phần này ta khảo sát sâu hơn về dãy số, tiếp theo Mục 1.1.4. Phần này được cần
tới cho phần chuỗi kế tiếp.

Mệnh đề 6.1.1 (Dãy hội tụ thì bị chặn). Nếu một dãy số hội tụ thì nó bị chặn.

Ta nhắc lại một dãy (an)n∈Z+ là bị chặn nếu tập số thực {an | n ∈ Z+} là bị chặn,
nghĩa là tồn tại một số M > 0 sao cho ∀n ∈ Z+, |an| ≤M .

Nếu dãy là hội tụ thì các phần tử của dãy, trừ ra hữu hạn phần tử, sẽ gần giới hạn.
Điều này rõ ràng dẫn tới dãy được chứa trong một khoảng đủ lớn. Lí luận chính xác như
sau.

Chứng minh. Giả sử dãy (an)n∈Z+ hội tụ về L. Có N ∈ Z+ sao cho n ≥ N =⇒ |an−L| <
1. Như thế với n ≥ N thì |an| ≤ L + 1. Đặt M = max{an, L + 1 | 1 ≤ n ≤ N − 1} thì
∀n ∈ Z+, |an| ≤M .

Nếu (nk)k≥1 là một dãy các số nguyên dương thỏa n1 < n2 < n3 < . . ., nghĩa là
∀k ∈ Z+, nk < nk+1, thì dãy (bk)k≥1 định bởi bk = ank được gọi là một dãy con của dãy
(an)n≥1.

Ví dụ 6.1.2. Dãy ( 1
2k

)k∈Z+ là một dãy con của dãy ( 1
n)n∈Z+ , ở đây nk = 2k.

Ví dụ 6.1.3. Đặt bk = an+k thì (bk)k là một dãy con của dãy (an)n.

Mệnh đề 6.1.4. Nếu một dãy hội tụ thì mọi dãy con của dãy đó cũng hội tụ về cùng giới
hạn. Dùng kí hiệu, giả sử dãy (an)n hội tụ về số thực L, khi đó mọi dãy con (ank)k cũng
hội tụ về L.

Chứng minh. Nếu có một dãy con (ank)k mà không hội tụ về L thì tồn tại ε > 0 sao cho
với mọi K > 0 tồn tại l ≥ K sao cho |anl − L| ≥ ε. Vì dãy (nk)k tăng nên nk ≥ k, do đó
nl ≥ K. Vậy dãy (an)n không hội tụ về L, trái giả thiết.

Ví dụ 6.1.5. Nếu limn→∞ an = L thì limn→∞ an+4 = L.

Định lý 6.1.6 (Đơn điệu và bị chặn thì hội tụ). Một dãy tăng và bị chặn trên thì
hội tụ. Một dãy giảm và bị chặn dưới thì hội tụ.

Cả hai kết quả đều là hệ quả trực tiếp của sự tồn tại chặn trên nhỏ nhất và chặn dưới
lớn nhất trong tập hơp các số thực, xem Mệnh đề 1.1.7. Vì thế ta không đi vào chi tiết.

Trong nhiều trường hợp dãy (an)n∈Z+ là thu hẹp của một hàm biến thực f(x), cụ thể
f : [0,∞)→ R và an = f(n). Khi đó ta có thể dùng được những phương pháp và kết quả
của Vi Tích phân trên hàm số thực vào dãy số thực nhờ mệnh đề sau, nói rằng giới hạn
của dãy đúng bằng giới hạn của hàm:

105
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Mệnh đề 6.1.7. Giả sử f : [0,∞) → R và ∀n ∈ Z+, an = f(n). Nếu limx→∞ f(x) = L
(có thể bằng ±∞) thì limn→∞ an = L.

Kết quả trên có thể nhận được ngay lập tức từ sự giống nhau trong định nghĩa giới
hạn của dãy và giới hạn của hàm.

Một kết quả tương tự dùng sự liên tục của hàm số ở Mệnh đề 2.2.10 mà ta phát biểu
lại dưới đây:

Mệnh đề 6.1.8. Giả sử hàm số f liên tục tại a. Nếu limn→∞ xn = a thì limn→∞ f(xn) =
f(a).

Sau đây là một số giới hạn của dãy liên quan tới hàm lũy thừa và hàm mũ thường gặp.

Mệnh đề 6.1.9. (a) Với r > 0 thì lim
n→∞

1

nr
= 0.

(b) Với |r| < 1 thì lim
n→∞

rn = 0.

(c) Với r > 0 thì lim
n→∞

n
√
r = 1.

(d) Với r > 1 và α ∈ R thì lim
n→∞

nα

rn
= 0.

(e) lim
n→∞

n
√
n = 1.

(f) Với r > 0 thì lim
n→∞

rn

n!
= 0.

Chứng minh. Việc chứng minh sẽ dễ dàng hơn nếu dùng các kết quả trên.
(a) Với r > 0, nếu M là số thực dương bất kì thì xr > M ⇐⇒ x > M

1
r từ tính chất

của hàm lũy thừa, do đó limx→∞ x
r =∞, dẫn tới limx→∞

1
xr = 0. Suy ra limn→∞

1
nr = 0

từ Mệnh đề 6.1.7.
(b) Giả sử 0 < r < 1. Ta tìm giới hạn limx→∞ r

x. Ta lấy hàm ln, được

lim
x→∞

ln rx = lim
x→∞

x ln r = −∞.

Suy ra limx→∞ r
x = 0, do tính chất của hàm ln.

(c) Cũng như trên, ta dùng Mệnh đề 6.1.7. Lấy hàm ln, vì

lim
x→∞

ln r
1
x = lim

x→∞

1

x
ln r = 0

nên limx→∞ r
1
x = 1. Hoặc ta có thể viết lại n

√
r = r

1
n rồi dùng tính liên tục của hàm mũ

cùng Mệnh đề 6.1.8: Vì limn→∞
1
n = 0 và limx→0 r

x = r0 = 1, nên limn→∞ r
1
n = 1.

(d)

lim
x→∞

xα

rn
= lim

x→∞

x

(r
1
α )x

.

Áp dụng qui tắc L’Hôpital, với r > 1 ta tính được

lim
x→∞

x

(r
1
α )x

= lim
x→∞

1

(r
1
α )x ln(r

1
α )

= 0.

(e) Lại dùng hàm ln, ta có lnx
1
x = 1

x lnx. Áp dụng qui tắc L’Hôpital ta được ngay

lim
x→∞

lnx

x
= lim

x→∞

1

x
= 0.
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Vậy limx→∞ x
1
x = 1.

(f) Lấy n0 > r, ta có thể viết cho n > n0:

rn

n!
=
rn0

n0!
· r

n0 + 1
· · · r

n− 1
· r
n
<
rn0

n0!
· r
n
.

Vì limn→∞
r
n = 0 nên dùng nguyên lí kẹp ta được kết quả.

Bài tập

6.1.1. Sử dụng định lý giới hạn kẹp và các giới hạn cơ bản, hãy tìm các giới hạn sau

(a) lim
sinn

n

(b) lim
cos2 n− sin2 n

n

(c) lim
n!

nn

(d) lim n
√
n+ 2

(e) lim n
√

3n+ 2

(f) lim n+1
√
n

(g) lim n
√
n2 + 1

(h) lim n
√
n2 + n+ 1

(i) lim n
√
n(n− 2)

(j) lim
(

99
n

)n
6.1.2. Cho (xn) là dãy số dương hội tụ về x > 0. Chứng minh rằng lim n

√
xn = 1. Nếu x = 0 thì

kết quả còn đúng không?

6.1.3. Cho dãy số (an) định bởi an = 1, 5 . . . 5 có biểu diễn thập phân gồm n chữ số 5.

(a) Chứng minh dãy (an) có giới hạn.

(b) Tìm hệ thức giữa an+1 và an để tính giới hạn của dãy (giá trị của giới hạn này thường được
viết là 1, 5 mà ta gọi là số thập phân vô hạn tuần hoàn.

6.1.4. Cho dãy số (an) được định nghĩa như sau: a1 = 1 và ∀n ≥ 1, an+1 = 3 + 1
an

. Chứng minh
dãy (an) tăng và bị chặn chặn trên bởi 3. Tính giới hạn của dãy.

6.1.5. Cho dãy số (an) được định nghĩa như sau: a1 = 2 và ∀n ≥ 1, an+1 = 1
3−an . Chứng minh

dãy (an) thỏa ∀n, 0 < an ≤ 2 và là dãy tăng. Tính giới hạn của dãy.

6.1.6. Cho dãy số (an) được định nghĩa như sau: a1 = a > 0 và ∀n ≥ 1, an+1 =
√
a+ an Chứng

minh dãy (an) đơn điệu và bị chặn. Tính giới hạn của dãy. Hướng dẫn: phân hai trường hợp,
0 < a ≤ 2; a > 2.

6.1.7. Cho dãy số (an) được định nghĩa như sau: a1 =
√
a (a > 0), và ∀n ≥ 1, an+1 =

√
a+ an

Chứng minh dãy (an) đơn điệu và bị chặn. Tính giới hạn của dãy này (người ta hay viết giới hạn

đó dưới dạng
√
a+

√
a+
√
a+ · · ·).

6.1.8. Cho dãy số (an) được định nghĩa như sau: a1 = 5
2 và ∀n ≥ 1, an+1 = 1

5 (a2n + 6). Chứng
minh dãy (an) đơn điệu và bị chặn. Tính giới hạn của dãy.

6.1.9. Cho dãy số (an) được định nghĩa như sau: a1 = 10 và ∀n ≥ 1, an+1 = an
2 + 1

an
. Chứng minh

dãy (an) đơn điệu và bị chặn. Tính giới hạn của dãy.

6.1.10. Cho dãy số (an) được định nghĩa như sau: a1 = 1 và ∀n ≥ 1, an+1 = an
2 + 1

[an]
([an] là số

nguyên lớn nhất nhưng không vượt quá an). Chứng minh dãy (an) đơn điệu và bị chặn. Tính giới
hạn của dãy.
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6.1.11. Cho hai dãy số (en) và (En) định bởi

∀n ∈ N∗, en =

(
1 +

1

n

)n
; En =

(
1 +

1

n

)n+1

.

Chứng minh rằng
a) ∀n ∈ N∗, en+1 ≥ en. Hướng dẫn:

en+1

en
=
n+ 1

n

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

,

dùng bất đẳng thức Bernouli.
b) ∀n ∈ N∗, En ≥ En+1. Hướng dẫn:

En
En+1

=
n

n+ 1

(
1 +

1

n(n+ 1)

)n+2

.

c) Chứng minh hai dãy đã cho có cùng giới hạn. Giới hạn đó được ký hiệu bởi e, hằng số Napier.

6.1.12. Giả sử dãy (an) hội tụ về số thực L. Khi đó lim
n→∞

an+k = L, với k là số nguyên cố định.

6.1.13. Chứng tỏ:

(a) Nếu dãy số (bn) thỏa ∀n, bn 6= 0 và lim bn = 0 thì lim
1

|bn|
=∞.

(b) Nếu lim an = ±∞ thì lim
1

an
= 0.

(c) Nếu lim an =∞ thì lim(−an) = −∞; nếu lim an = −∞ thì lim(−an) =∞.

6.1.14. Chứng tỏ rằng nếu hai dãy con (a2n)n và (a2n+1)n đều hội tụ về L thì dãy (an)n hội tụ
về L.

6.2 Chuỗi số thực

6.2.1 Sự hội tụ của chuỗi số

Với dãy số (un)n∈Z+ thì biểu thức tổng các số trong dãy

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + · · ·

được gọi là một chuỗi số, được kí hiệu là
∑∞

n=1 un. Thành phần un được gọi là số hạng
thứ n của chuỗi.

Định nghĩa 6.2.1. Cho dãy số (un)n∈Z+ . Tổng của n số hạng đầu tiên của dãy, tức
Sn =

∑n
k=1 uk, được gọi là tổng riêng thứ n của dãy. Dãy các tổng riêng (Sn)n∈Z+ được

gọi là một chuỗi số. Nếu dãy các tổng riêng (Sn)n∈Z+ có giới hạn là một số thực S khi
n→∞ thì chuỗi được gọi là hội tụ và S được gọi là tổng của chuỗi; trong trường hợp
này ta viết S =

∑∞
k=1 uk. Ngược lại, nếu dãy (Sn)n∈Z+ không hội tụ thì chuỗi được gọi là

phân kỳ.

Trong thực tế ta thường nói ngắn gọn hơn “xét chuỗi
∑∞

n=1 un . . . ”.

Ví dụ 6.2.2. Xét chuỗi
∑∞

n=1
1

n(n+1) .
Vì 1

n(n+1) = 1
n −

1
n+1 nên tổng riêng phần là Sn = 1− 1

n+1 hội tụ về 1. Vậy chuỗi hội
tụ về 1.
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Ví dụ 6.2.3 (Chuỗi hình học). Chuỗi

∞∑
n=1

arn−1,

được gọi là chuỗi hình học. Ta có

Sn =
n∑
i=1

ari−1 = a
1− rn

1− r
.

Do đó Sn hội tụ khi và chỉ khi |r| < 1. Vậy:

∞∑
n=1

arn−1 =
a

1− r
, |r| < 1.

Ví dụ 6.2.4. Chuỗi

5− 10

3
+

20

9
− 40

27
+ · · ·

là một chuỗi hình học với a = 5, r = −2/3.

Ví dụ 6.2.5. Chuỗi
∞∑
n=1

22n31−n

là một chuỗi hình học với a = 3, r = 4/3.

Ví dụ 6.2.6. Viết số 0, 123 = 0, 123123 . . . dưới dạng phân số.
Ta viết

0, 123123 . . . = 123 · 10−3 + 123 · 10−6 + · · ·

thì đây là một chuỗi hình học và ta tính được ngay tổng của chuỗi này là 123·10−3 1
1−10−3 =

123
999 . Vậy

0, 123 = 0, 123123 . . . =
123

999
.

Các tính chất cơ bản sau của chuỗi có thể được thấy ngay từ định nghĩa.

Mệnh đề 6.2.7. (a) Tính hội tụ hay phân kỳ của một chuỗi số sẽ không đổi khi ta bỏ
đi một số hữu hạn số hạng đầu của chuỗi số.

(b) Nếu ta bỏ đi hay thêm vào một số hữu hạn số hạng ở những vị trí bất kỳ thì tính hội
tụ hay phân kỳ cũng không đổi.

Mệnh đề 6.2.8. (a) Cho số thực a, nếu chuỗi số
∑∞

n=1 un hội tụ và
∑∞

n=1 un = S thì
chuỗi

∑∞
n=1 aun cũng hội tụ và

∑∞
n=1 aun = aS.

(b) Nếu
∑∞

n=1 un và
∑∞

n=1 vn là các chuỗi số hội tụ thì các chuỗi tổng
∑∞

n=1(un + vn)
và chuỗi hiệu

∑∞
n=1(un − vn) cũng hội tụ và thoả

∞∑
n=1

(un + vn) =
∞∑
n=1

un +
∞∑
n=1

vn,
∞∑
n=1

(un − vn) =
∞∑
n=1

un −
∞∑
n=1

vn.

Ta có điều kiện cần cho sự hội tụ của một chuỗi số sau đây.

Mệnh đề 6.2.9. Nếu
∑∞

n=1 un hội tụ thì limn→∞ un → 0.
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Như vậy để chuỗi là hội tụ thì điều kiện cần là số hạng của chuỗi phải tiến về 0.

Chứng minh. Giả sử
∑∞

n=1 un = S. Điều này có nghĩa là tổng riêng phần Sn hội tụ về S.
Mặt khác un = Sn − Sn−1. Lấy giới hạn hai vế khi n→∞, vì Sn−1 cũng hội tụ về S, nên
un phải hội tụ về 0.

Cần nhấn mạnh là chiều ngược lại là không đúng, xem ví dụ sau:

Ví dụ 6.2.10 (Chuỗi điều hòa). Xét chuỗi

∞∑
n=1

1

n
.

Mặc dù số hạng của chuỗi này dần về 0, ta sẽ chứng tỏ ở Ví dụ 6.2.14 rằng chuỗi này là
phân kì.

Ta có một hệ quả:

Hệ quả 6.2.11. Nếu an không tiến về 0 thì
∞∑
n=1

an phân kì.

Ví dụ 6.2.12. Chuỗi
∞∑
n=1

n2

5n2 + 4

là phân kì vì số hạng của nó không dần về 0.

6.2.2 Chuỗi số dương

Chuỗi số
∑∞

n=1 un được gọi là một chuỗi số dương nếu tất cả các số hạng của chuỗi số
đều là số dương. Trong trường hợp tất cả các số hạng đều là số không âm thì chuỗi số
được gọi là chuỗi số không âm. Lưu ý rằng khi xét tính hội tụ hay phân kỳ cũng như tính
tổng của chuỗi số không âm ta có thể loại bỏ ra các số hạng bằng 0, nên chuỗi số không
âm cũng thường được gọi là chuỗi số dương.

Định lý 6.2.13 (Tiêu chuẩn tích phân). Cho f là hàm dương, giảm, liên tục trên
[1,∞), và đặt an = f(n). Chuỗi

∑∞
n=1 an là hội tụ khi và chỉ khi tích phân

∫ ∞
1

f(x) dx

tồn tại (nghĩa là bằng một số thực).

Ý tưởng ở đây chính là ý tưởng xấp xỉ diện tích trong xây dựng tích phân.



6.2. CHUỖI SỐ THỰC 111

x

65432

1.0

1

0.75

0.5

0.25

0.0

x

65432

1.0

1

0.75

0.5

0.25

0.0

Chú ý rằng thực ra ta chỉ cần những giả thiết trên thỏa với hàm f kể từ một giá trị
n = N nào đó trở đi.

Chứng minh. Vì f là hàm giảm nên trên đoạn [i, i+1] thì ai+1 = f(i+1) ≤ f(x) ≤ f(i) =
ai, dẫn tới

ai+1 ≤
∫ i+1

i
f(x) dx ≤ ai.

Suy ra
n∑
i=1

ai+1 ≤
∫ n+1

1
f(x) dx ≤

n∑
i=1

ai.

(Xem hình minh họa ở trên.)
Nếu

∫∞
1 f(x) dx = limn→∞

∫ n+1
1 f(x) dx hội tụ về một số thực S thì dãy tổng riêng∑n

i=1 ai+1 là dãy tăng và bị chặn trên bởi S nên phải hội tụ, do đó chuỗi
∑∞

n=1 an là hội
tụ.

Ngược lại nếu chuỗi
∑∞

n=1 an hội tụ về số thực S thì hai tổng riêng
∑n

i=1 ai+1 và∑n
i=1 ai đều hội tụ về S, buộc dãy

∫ n+1
1 f(x) dx cũng phải hội tụ về S theo định lý kẹp,

do đó
∫∞

1 f(x) dx = S.

Ví dụ 6.2.14. Ta chứng tỏ với p > 0 thì chuỗi
∑∞

n=1
1
np là hội tụ nếu và chỉ nếu p > 1.

Đây là một kết quả quan trọng thường được dùng.
Đặt f(x) = 1

xp với x > 0 thì f thỏa giả thiết của tiêu chuẩn tích phân. Chuỗi này là
hội tụ khi và chỉ khi tích phân suy rộng sau tồn tại∫ ∞

1

1

xp
dx.

Tính trực tiếp cho thấy tích phân này tồn tại khi và chỉ khi p > 1.
Vậy chuỗi điều hòa

∞∑
n=1

1

n

là phân kì.
Chuỗi

∞∑
n=1

1

n2

là hội tụ.
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Định lý 6.2.15 (Tiêu chuẩn so sánh). Cho
∑∞

n=1 an và
∑∞

n=1 bn là các chuỗi dương
và an ≤ bn với mọi n ∈ N .

(a) Nếu
∑∞

n=1 bn hội tụ thì
∑∞

n=1 an hội tụ.

(b) Nếu
∑∞

n=1 an phân kì thì
∑∞

n=1 bn phân kì.

Chứng minh. Nhận xét rằng dãy các tổng riêng (Sn)n của chuỗi số dương là dãy tăng nên
chuỗi số hội tụ khi và chỉ khi dãy (Sn)n bị chặn trên.

Ví dụ 6.2.16. Chuỗi
∑∞

n=1
1
n2n hội tụ do 1

n2n <
1

2n và
∑∞

n=1
1

2n hội tụ.
Chuỗi

∑∞
n=1

1√
n
phân kì do 1√

n
> 1

n và
∑∞

n=1
1
n phân kì.

Định lý 6.2.17 (Tiêu chuẩn so sánh ở dạng giới hạn). Cho
∑∞

n=1 an và
∑∞

n=1 bn
là các chuỗi dương. Nếu tồn tại limn→∞

an
bn

= L với 0 < L <∞ thì
∑∞

n=1 an và
∑∞

n=1 bn

cùng hội tụ hoặc cùng phân kì.

Chứng minh. Vì L > 0 nên có ε sao cho 0 < ε < L. Với n đủ lớn thì

L− ε < an
bn

< L+ ε.

Vậy 0 < (L− ε)bn < an < (L+ ε)bn. Kết luận thu được từ Tiêu chuẩn so sánh.

Ví dụ 6.2.18. Xét chuỗi
∞∑
n=6

n2 − 4n− 5

3n3 + 5n− 7
.

So sánh chuỗi này với chuỗi điều hòa
∑∞

n=1
1
n :

lim
n→∞

n2−4n−5
3n3+5n−7

1
n

=
1

3
,

ta kết luận chuỗi này phân kì theo tiêu chuẩn so sánh ở dạng giới hạn.

Ví dụ 6.2.19. Xét chuỗi
∞∑
n=1

n

2n
.

So sánh chuỗi này với chuỗi
∑∞

n=1
1
n2 , vì limn→∞

n3

2n = 0 (chẳng hạn bằng cách áp dụng
qui tắc l’Hôpital) nên theo tiêu chuẩn so sánh ở dạng giới hạn chuỗi này hội tụ.

Ví dụ 6.2.20. Chuỗi
∑∞

n=1 2n sin
(

1
4n

)
hội tụ bởi so sánh với chuỗi

∑∞
n=1

1
2n thì

lim
n→∞

2n sin
( 1

4n

)
1

2n

= lim
n→∞

sin
( 1

4n

)
1

4n

= 1.

Định lý 6.2.21 (Tiêu chuẩn d’Alembert hay Tiêu chuẩn tỷ số). Cho chuỗi dương
∞∑
n=1

an và giả sử limn→∞
an+1

an
= L.

(a) Nếu L < 1 thì chuỗi hội tụ.

(b) Nếu L > 1 thì chuỗi phân kì.
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Chứng minh. Nếu L < 1 thì lấy c sao cho L < c < 1, khi đó với n ≥ n0 ta có

an+1

an
< c.

Vì vậy
an+1 < can < · · · < cn−n0+1an0 .

Vậy chuỗi
∑
an hội tụ qua so sánh với chuỗi

∑
cn−n0 .

Nếu L > 1 thì lấy số c sao cho L > c > 1. Khi đó với n ≥ n0:

an+1

an
> c.

Như trên, an+1 > cn−n0+1an0 . Điều này dẫn tới an+1 không tiến về 0, vậy chuỗi không hội
tụ.

Ví dụ 6.2.22. Chuỗi
∞∑
n=1

1

n!
hội tụ vì

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞

1

n+ 1
= 0 < 1.

Chuỗi
∞∑
n=1

2n

n
phân kì vì

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+1n

(n+ 1)2n
= lim

n→∞

2n

n+ 1
= 2 > 1.

Định lý 6.2.23 (Tiêu chuẩn Cauchy hay Tiêu chuẩn căn thức). Cho chuỗi dương
∞∑
n=1

an và giả sử lim
n→∞

n
√
an = L.

(a) Nếu L < 1 thì chuỗi hội tụ.

(b) Nếu L > 1 thì chuỗi phân kì.

Chứng minh. Nếu L < 1 ta lấy c sao cho L < c < 1, khi đó với mọi n ≥ n0 thì n
√
an < c.

Điều này dẫn tới an < cn. Vậy chuỗi
∑
an hội tụ qua so sánh với chuỗi

∑
cn.

Nếu L > 1 thì có c sao cho L > c > 1, khi đó với mọi n ≥ n0 thì n
√
an > c, tức an > cn.

Vậy chuỗi
∑
an phân kì qua so sánh với chuỗi

∑
cn.

Ví dụ 6.2.24. Chuỗi
∞∑
n=1

( 3n

2n+ 1

)n
phân kì vì

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√( 3n

2n+ 1

)n
= lim

n→∞

3n

2n+ 1
=

3

2
> 1.

Chuỗi
∞∑
n=1

1

nn
hội tụ vì

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√( 1

n

)n
= lim

n→∞

1

n
= 0 < 1.
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6.2.3 Chuỗi đan dấu

Định nghĩa 6.2.25. Một chuỗi đan dấu là một chuỗi có dạng

∞∑
n=1

(−1)n−1an = a1 − a2 + a3 − a4 + ...

trong đó
∑∞

n=1 an là một chuỗi dương.

Định lý 6.2.26 (Tiêu chuẩn Leibniz). Cho một chuỗi đan dấu
∑∞

n=1(−1)n−1an. Nếu
∀n, an+1 ≤ an, tức dãy (an)n là dãy giảm, và limn→∞ an = 0, thì chuỗi là hội tụ.

Chứng minh. Ta có

S2n = (a1 − a2) + (a3 − a4) + · · ·+ (a2n−1 − a2n)

= a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− · · · − (a2n−2 − a2n−1)− a2n.

Do đó dãy (S2n)n≥1 là dãy không âm, tăng, và bị chặn trên bởi a1. Vậy nó hội tụ.
Vì S2n+1 = S2n + a2n+1 nên S2n hội tụ về cùng giới hạn với S2n+1. Từ đây ta suy ra

Sn hội tụ (xem Bài tập 6.1.14).

Ví dụ 6.2.27. Xét chuỗi

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ ...

Chuỗi này là đan dấu. Ta có 1 >
1

2
>

1

3
> · · · và limn→∞

1

n
= 0. Vậy chuỗi này hội tụ

theo Tiêu chuẩn Leibniz.

Định nghĩa 6.2.28. Chuỗi
∑∞

n=1 an là hội tụ tuyệt đối nếu chuỗi
∑∞

n=1 |an| hội tụ.

Ví dụ 6.2.29. Chuỗi
∑∞

n=1

(−1)n−1

n
= 1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · không hội tụ tuyệt đối vì∑∞

n=1

(−1)n−1

n
hội tụ và

∑∞
n=1

1

n
phân kì.

Mệnh đề 6.2.30. Chuỗi hội tụ tuyệt đối thì hội tụ.

Chứng minh. Ta viết ∑
(an + |an|) ≤ 2

∑
|an|.

Vế trái là một chuỗi không âm, còn vế phải là một chuỗi hội tụ, nên theo tiêu chuẩn so
sánh chuỗi ở vế trái phải hội tụ. Chú ý rằng∑

an =
(∑

(an + |an|)
)
−
(∑

|an|
)
,

ở đó vế phải là hiệu của hai chuỗi hội tụ, do đó chuỗi ở vế trái phải hội tụ.

Bài tập

6.2.1. Xét sự hội tụ của các chuỗi sau.



6.2. CHUỖI SỐ THỰC 115

(a)
∞∑
n=0

( 1

100

)n
.

(b)
∞∑
n=1

(1 + cos 1)n.

(c)
∞∑
n=1

sin
π

n2

(d)
∞∑
n=2

(
1− 1

n

)n
(e)

1

2 ln 3
+

1

3 ln 4
+

1

4 ln 5
+ · · ·

(f)
∞∑
n=1

1√
(n+ 1)(n+ 2)

(g)
∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)(n+ 2)

(h)
∞∑
n=1

1
3
√
n(n+ 1)

(i)
∞∑
n=1

3
√
n

(n+ 1)
√
n+ 2

(j)
∞∑
n=2

√
n+ 2−

√
n− 2

n+ 1

(k)
∞∑
n=1

(
n
√

3− 1)

(l)
∞∑
n=1

2n + 1

3n − 2

(m)
∞∑
n=1

4n+ 1

7n+ 2

(n)
∞∑
n=1

n4

en

(o)
∞∑
n=1

2 · 5 · 8 · · · (3n− 1)

1 · 5 · 9 · · · (4n− 3)

(p)
∞∑
n=1

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

4 · 8 · 12 · · · 4n

(q)
∞∑
n=1

n+ 2n

1 + 3n
.

(r)
∞∑
n=1

n!2

(2n)!
.

(s)
∞∑
n=1

n!

nn
.

(t)
∞∑
n=1

( n+ 1

2n+ 3

)n
.

(u)
∞∑
n=1

( n− 1

3n+ 1

)2n+1

.

(v)
∞∑
n=1

1

n lnn
.

(w)
∞∑
n=1

1

n ln2 n
.

(x)
∞∑
n=1

an

n!
, a > 0.

(y)
∞∑
n=1

ann!

nn
, a > 0.

6.2.2. Hãy viết số thập phân 1,73737373 . . . dưới dạng phân số.

6.2.3. Xét sự hội tụ và hội tụ tuyệt đối của các chuỗi sau.
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(a)
∞∑
n=1

(−1)n+1(n+ 2)

2n2 − 7n+ 6
.

(b)
∞∑
n=1

(−1)n

3
√
n(n+ 1)

(c)
∞∑
n=1

(−1)n+1(n+ 2)3n−1

5n
.

(d)
∞∑
n=1

(−1)n+1(n+ 2)

2n2 − 7n+ 6
.

(e)
∞∑
n=1

(−1)n+1n

en2 .

(f)
∞∑
n=0

n2 cosnπ

1 + n4
.

(g)
∞∑
n=0

(−1)n
lnn

n
.

(h)
∞∑
n=1

(−3)n(n!)2

(2n)!
.

6.2.4. *

(a) Năm 1910 Srinivasa Ramanujan cho công thức sau cho π:

1

π
=

2
√

2

9801

∞∑
k=0

(4k)!(1103 + 26390k)

(k!)43964k
(6.2.1)

Chứng tỏ chuỗi ở vế phải của (6.2.1) là hội tụ.

(b) Một trong những phương pháp nhanh nhất để tính π bằng siêu máy tính hiện nay dùng
công thức

1

π
= 12

∞∑
k=0

(−1)k(6k)!(13591409 + 545140134k)

(3k)!(k!)36403203k+3/2
(6.2.2)

Chứng tỏ chuỗi ở vế phải của công thức (6.2.2) hội tụ.

(c) Hãy viết và chạy một đoạn lệnh máy tính để tính π tới 1000 chữ số thập phân.

6.3 Chuỗi Taylor và chuỗi Maclaurin

Cho một dãy hàm số thực {un}n∈N có cùng một miền xác định, ta gọi

u1 + u2 + · · ·+ un + · · · =
∞∑
n=1

un,

với ý nghĩa( ∞∑
n=1

un

)
(x) = (u1 + u2 + · · · )(x) = u1(x) + u2(x) + · · · =

∞∑
n=1

un(x),

là một chuỗi hàm. Như vậy giá trị của một chuỗi hàm tại một điểm là một chuỗi số. Một
chuỗi hàm là tổng của một dãy hàm.

Ví dụ 6.3.1. Đây là một chuỗi hàm

1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + · · ·

với biến x ∈ R.
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Định lý 6.3.2. Nếu hàm f có đạo hàm đến cấp n+ 1 trong một khoảng mở chứa a và x
thì có công thức Taylor:

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n +

f (n+1)(θ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

(6.3.1)
trong đó θ là một số thực thuộc khoảng giữa a và x. Trong trường hợp riêng a = 0 thì công
thức Taylor thường được gọi là công thức Maclaurin:

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f
′′
(0)

2!
x2 +

f
′′′

(0)

3!
x3 · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(θ)

(n+ 1)!
xn+1 (6.3.2)

với θ là một số thực thuộc khoảng giữa 0 và x.

Với n = 0, công thức Taylor chính là công thức trong Định lý giá trị trung bình 4.1.10.
Với n = 1, công thức Taylor cho xấp xỉ tuyến tính (4.2.3)

f(x)− f(a) ≈ f ′(a)(x− a)

hơn nữa còn cho công thức chính xác cho sai số của xấp xỉ này là f ′′(θ)
2! (x− a)2.

Đặt

Pn(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

thì đây là một đa thức bậc n xấp xỉ hàm f . Định lý 6.3.1 trên khẳng định rằng phần dư,
hay sai số của phép xấp xỉ, là

Rn(x) = f(x)− Pn(x) =
f (n+1)(θ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

Đây thường được gọi là phần dư dạng Lagrange. Phần dư Rn(x) còn được hiểu là Rn(x) =
o((x−a)n) với kí hiệu o((x−a)n) được dùng để chỉ một “vô cùng bé” cấp cao hơn (x−a)n.

Chuỗi

f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f
′′′

(a)

3!
(x− a)3 + · · · =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

(6.3.3)
được gọi là chuỗi Taylor cho hàm f tại a (hay quanh a, hay tâm a). Trường hợp đặc
biệt a = 0 chuỗi Taylor trở thành chuỗi Maclaurin:

f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · · =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn (6.3.4)

Chứng minh Định lý 6.3.1. Ta chứng minh bằng qui nạp toán học.
Khi n = 0, công thức Taylor chính là công thức trong Định lý giá trị trung bình

Lagrange, như đã nói ở trên.
Giả sử công thức Taylor đúng với n = k − 1, nghĩa là với mọi hàm f có đạo hàm tới

cấp k− 1 tồn tại θ ở khoảng giữa a và x để phần dư Rk−1(x) của hàm f , trong phần tiếp
theo được kí hiệu là Rk−1(x, f) cho rõ hơn, được cho bởi

Rk−1(x, f) =
f (k)(θ)

k!
(x− a)k.
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Ta xét n = k. Theo công thức Cauchy về giá trị trung bình (4.1.1), tồn tại c trong khoảng
a và x để

Rk(x, f)

(x− a)k+1
=

Rk(x, f)−Rk(a, f)

(x− a)k+1 − (a− a)k+1
=

R′k(c, f)

(k + 1)(c− a)k
. (6.3.5)

Ta thu được bằng tính toán trực tiếp:

R′k(x, f) = f ′(x)− [f ′(a) + f ′′(a)(x− a) + · · ·+ f (k)(a)

(k − 1)!
(x− a)k−1] = Rk−1(x, f ′).

Áp dụng giả thiết qui nạp cho hàm f ′, tồn tại θ ở giữa a và c sao cho

R′k(c, f) = Rk−1(c, f ′) =
f ′(k)(θ)

k!
(c− a)k.

Thay vào (6.3.5) ta thu được

Rk(x, f) =
f (k+1)(θ)

(k + 1)!
(x− a)k+1.

Vậy công thức phần dư đúng khi n = k.

Viết ra công thức Taylor của một hàm thường được gọi là viết khai triển Taylor của
hàm đó.

Ví dụ 6.3.3. Tìm khai triển Maclaurin của hàm số f(x) = 1
1+x .

Ta tìm được (
1

1 + x

)(n)

= (−1)n
n!

(1 + x)n+1
,

do đó f(0) = 1, f ′(0) = −1, . . . , f (n)(0) = (−1)nn!. Khai triển Maclaurin của f là

1

1 + x
= 1− x+ x2 − · · ·+ (−1)nxn + (−1)n+1 1

(1 + θ)n+1
xn+1,

với θ là một số thực nào đó nằm giữa x và 0.

Hình 6.3.1: P1 là xấp xỉ tuyến tính của hàm số 1
1+x tại x = 0.

Ví dụ 6.3.4. Tìm khai triển Maclaurin của hàm số ex.
Ta có

(ex)(n) = ex,
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Hình 6.3.2: Hàm số f(x) = 1
1+x và các đa thức xấp xỉ Pn tại x = 0.

Hình 6.3.3: Hàm số ex và các đa thức xấp xỉ Pn tại x = 0.

do đó f(0) = 1, f ′(0) = 1, . . . , f (n)(0) = 1. Khai triển Maclaurin của f là

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+

eθ

(n+ 1)!
xn+1,

với θ là một số thực nào đó nằm giữa x và 0.
Ta có thể đi xa hơn. Với mỗi x ∈ R ta có đánh giá phần dư:

|Rn(x)| =
∣∣∣∣ eθ

(n+ 1)!
xn+1

∣∣∣∣ < e|x|

(n+ 1)!
|x|n+1 .

Vì
lim
n→∞

xn

n!
= 0

(Mệnh đề 6.1.9) nên theo nguyên lí kẹp limn→∞Rn(x) = 0. Điều này có nghĩa là chuỗi
Maclaurin của ex hội tụ về ex với mọi x. Nói cách khác công thức sau đúng với mọi x:

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
· · ·

Bằng phương pháp trong ví dụ trên ta có thể kiểm tra được sự hội tụ của các khai
triển Taylor trong mệnh đề sau.

Mệnh đề 6.3.5. Khai triển Maclaurin của một số hàm thường gặp:



120 CHƯƠNG 6. CHUỖI

(a) Với mọi x ∈ R thì

sinx = x− x3

3! + x5

5! − · · ·+ (−1)m−1 x2m−1

(2m−1)! + · · ·

(b) Với mọi x ∈ R thì

cosx = 1− x2

2! + x4

4! − · · ·+ (−1)m x2m

(2m)! + · · ·

(c) Với |x| < 1 và x = 1 thì

arctanx = x− x3

3
+
x5

5
− · · ·+ (−1)m−1 x

2m−1

2m− 1
+ · · · .

(d) Với mọi x ∈ R thì

ex = 1 + x+ x2

2! + x3

3! + x4

4! + · · ·+ xn

n! + · · ·

(e) Với |x| < 1 và x = 1 thì

ln(x+ 1) = x− x2

2 + x3

3 − · · ·+ (−1)n−1 xn

n + · · ·

(f) Với |x| < 1, α ∈ R, Ckα = α(α−1)···(α−k+1)
k! thì

(1 + x)α = 1 + C1
αx+ C2

αx
2 + · · ·+ Cnαx

n + · · ·

Ta có thể dùng khai triển Taylor và Maclaurin để tính xấp xỉ giá trị của số f(x) sau
khi chọn n đủ lớn để phần dư Rn(x) có trị tuyệt đối không vượt quá sai số cho phép.

Ví dụ 6.3.6. Tính e chính xác đến 0,00001.
Dùng khai triển Maclaurin của hàm số ex ta được

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ · · ·+ xn

n!
+

xn+1

(n+ 1)!
eθ

với θ giữa 0 và x. Khi x = 1 ta được công thức

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
+

1

(n+ 1)!
eθ

với θ giữa 0 và 1. Ta cần đảm bảo giá trị tuyệt đối của sai số 1
(n+1)!e

θ không vượt quá
0,00001 bằng cách lấy n đủ lớn. Vì 0 < 1

(n+1)!e
θ < e

(n+1)! nên ta chỉ cần chọn n đủ lớn sao
cho e

(n+1)! < 10−5 hay (n+ 1)! > e · 105. Ta có thể chọn n = 8 và thu được

e ≈ 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+ · · ·+ 1

8!
= 2,71828 . . . .

Ví dụ 6.3.7. Tính sin 20◦ chính xác đến 0,0001.
Chú ý sin 20◦ = sin π

9 . Dùng khai triển Maclaurin của hàm sin, lấy x = π
9 , chọn n = 3,

ta đánh giá được phần dư Lagrange

|R3(x)| ≤ 1

5!

(π
9

)5
< 0, 0001.

Vậy sin 20◦ ≈ π
9 −

1
3!

(
π
9

)3 ≈ 0,34197 . . . .

Sau đây là một ví dụ khai triển Taylor tại một điểm khác 0.

Ví dụ 6.3.8. Viết công thức Taylor của hàm f(x) = ex quanh điểm a = 2 đến cấp n.
Ta có f (n)(2) = e2. Vậy

ex = e2 + e2(x− 2) +
e2

2!
(x− 2)2 + · · ·+ e2

n!
(x− 2)n +

eθ

(n+ 1)!
(x− 2)n+1.
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Bài tập

6.3.1. Hãy tìm xấp xỉ bình phương (nghĩa là n = 2 trong khai triển Taylor) của hàm số
√

1 + x2

tại x = 0.

6.3.2. Hãy tìm xấp xỉ lập phương (nghĩa là n = 3 trong khai triển Taylor) của hàm số 3
√

sinx+ x2

tại x = 0.

6.3.3. Tìm khai triển Maclaurin của các hàm số sau.

(a) f(x) = (1− x)−2.

(b) f(x) = sinπx.

(c) f(x) = e−2x.

(d) f(x) = 2x.

(e) f(x) = x cosx.

6.3.4. Tìm khai triển Taylor của các hàm số sau tại các điểm a tương ứng.

(a) f(x) = x4 − 3x2 + 1, a = 1.

(b) f(x) = x− x3, a = −2.

(c) f(x) = lnx, a = 2.

(d) f(x) = 1/x, a = −3.

(e) f(x) = e2x, a = 3.

(f) f(x) = sinx, a = π/2.

(g) f(x) = cosx, a = π.

(h) f(x) =
√
x, a = 16.

6.3.5. Dùng xấp xỉ sinx ≈ x− x3

6
để tính sin(0,1). Hãy ước lượng sai số.

6.3.6. Cho hàm số f(x) =
√
x5 + 4.

(a) Viết khai triển Taylor của hàm số f tới cấp 3 quanh điểm x = 2.

(b) Áp dụng, hãy tính gần đúng số
√

2,0015 + 4.

6.3.7. Hãy tính gần đúng giá trị cos 91◦ bằng Khai triển Taylor cấp 5.

6.3.8. Hãy tính gần đúng giá trị cos 61◦, với sai số so với giá trị chính xác không vượt quá 10−6.

6.3.9. Chứng tỏ khai triển Taylor của lnx tại 1 là

(x− 1)

1
− (x− 1)2

2
+

(x− 1)3

3
− · · · =

∞∑
n=1

(−1)n+1 (x− 1)n

n

với 0 < x < 2. Hãy vẽ đồ thị của hàm ln và đồ thị của tổng 5 số hạng đầu của khai triển Taylor
trên cùng một mặt phẳng tọa độ và nhận xét.



Chương 7
Phương trình vi phân

7.1 Phương trình vi phân và mô hình toán
học

Con người xây dựng những mô hình toán học về các hiện tượng trong thế giới rồi cố gắng
khảo sát các mô hình đó để hiểu về các hiện tượng. Thường các hiện tượng thay đổi theo
thời gian và không gian, vì thế các mô hình thường chứa các đạo hàm để đo tốc độ thay
đổi. Các mô hình như thế thường dẫn tới những phương trình ở đó ẩn là các hàm, còn
bản thân phương trình thì chứa các đạo hàm. Những phương trình như thế được gọi là
những phương trình vi phân.

Ví dụ 7.1.1. Đây là một phương trình vi phân:

y′ = y.

Giải phương trình này nghĩa là tìm một hàm y mà đạo hàm y′ bằng y. Nói cách khác,
tìm hàm y theo biến x sao cho với mọi x thì y′(x) = y(x).

Ta có thể kiểm được ngay là hàm y = ex là một nghiệm của phương trình vi phân
trên. Làm sao để giải tìm nghiệm của một phương trình vi phân là một đề tài ta sẽ khảo
sát trong chương này.

Một phương trình vi phân cấp một là một phương trình chứa một hàm số một
biến chưa biết và đạo hàm cấp một của hàm số đó. Nói một cách khác, đây là phương
trình có dạng

F (x, y(x), y′(x)) = 0

với F là biểu thức chứa x, y(x) và y′(x), và y là hàm số cần tìm phụ thuộc vào x.
Hàm số y(x) được gọi là nghiệm của phương trình vi phân cấp một nếu nó có đạo hàm

cấp một tồn tại và thỏa đẳng thức trên. Giải phương trình vi phân cấp một là đi tìm hàm
y thỏa đẳng thức trên.

Bài toán tìm nghiệm y của phương trình vi phân cấp một thỏa mãn điều kiện y(x0) =
y0, với x0 và y0 cho trước, được gọi là một bài toán giá trị đầu. Như vậy đây là bài
toán giải hệ {

F (x, y(x), y′(x)) = 0

y(x0) = y0.

Ví dụ 7.1.2. Xét phương trình vi phân

y′ = y.

Thế vào phương trình, ta kiểm được ngay không chỉ y = ex, mà y = kex trong đó k là số
thực bất kì, là nghiệm của phương trình vi phân.

122
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Ví dụ 7.1.3. Xét bài toán giá trị đầu:{
y′ = y

y(0) = 2.

Thay x = 0 vào nghiệm y = kex ta được y(0) = k. Do đó để y(0) = 2 thì k = 2. Vậy bài
toán giá trị đầu này có một nghiệm là y = 2ex.

Tìm công thức nghiệm của một phương trình vi phân có thể khó. Ở các mục tiếp theo
chúng ta sẽ tìm hiểu một số phương pháp tìm nghiệm của phương trình vi phân. Trong
nhiều trường hợp thay vì tìm công thức của nghiệm ta tìm hiểu các tính chất của nghiệm,
hay xấp xỉ nghiệm.

Ví dụ 7.1.4. Xét phương trình vi phân

y′ = 2x+ y.

Nếu đặt vế phải là F (x, y) = 2x+ y thì ta có thể diễn đạt phương trình vi phân như sau:
Tìm một đường cong y theo biến x mà tại mỗi điểm (x, y) thì độ nghiêng y′(x) của đường
được cho bởi số thực F (x, y). Tại mỗi điểm (x, y) trên mặt phẳng ta vẽ một vectơ có độ
nghiêng bằng F (x, y), chẳng hạn như vectơ (1, F (x, y)), thì ta được một trường vectơ ứng
với phương trình vi phân. Đường cong nghiệm phải luôn tiếp xúc với các vectơ của trường
vectơ này tại điểm mà đường cong đi qua, vì cả hai có cùng độ nghiêng.

Cách tiếp cận này có thể sử dụng được dễ dàng hơn nếu ta dùng công cụ máy tính.
Hình vẽ giúp chúng ta hình dung tính chất và dáng điệu của nghiệm.
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Hình 7.1.1: Trường vectơ và đường cong nghiệm của phương trình y′ = 2x+ y đi qua
điểm (0, 0). Đường này là đồ thị của nghiệm của phương trình vi phân với điều kiện đầu

y(0) = 0.

Qua Hình 7.1.1 ta có thể quan sát thấy những tính chất chẳng hạn như nghiệm y thỏa
điều kiện đầu y(0) = 0 sẽ có y(x) càng lớn khi x càng lớn.

Ghi chú 7.1.5. Trong các bài toán giải phương trình vi phân trong tài liệu này chúng ta
bằng lòng với việc tìm ra được một nghiệm nào đó của phương trình xác định trên một
khoảng nào đó. Dưới những điều kiện khá tổng quát mà thường được thỏa trong tài liệu
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này, với mỗi điều kiện đầu, phương trình thực sự có duy nhất một nghiệm xác định trên
một khoảng nào đó. Điều này được thể hiện trong hình vẽ nghiệm của phương trình: qua
mỗi điểm chỉ có một đường cong nghiệm mà thôi. Vấn đề này thường được khảo sát trong
các tài liệu nâng cao hơn về môn Phương trình vi phân như [Long, Boyce09].

7.1.1 Mô hình với phương trình vi phân

Ví dụ 7.1.6 (Mô hình tăng trưởng dân số). Ta lập mô hình tăng trưởng của dân số
(số lượng cá thể trong một quần thể sinh vật nào đó) P theo thời gian t.

Ta đưa ra một giả thiết là tốc độ tăng dân số tỉ lệ hằng với qui mô dân số, nói cách
khác tốc độ tăng tương đối là một hằng số. Ví dụ nếu cứ mỗi 100 người trong một năm
có 3 trẻ được sinh ra và 1 người chết đi thì tốc độ tăng dân số tương đối là 2 người trên
mỗi 100 người mỗi năm, tức là 2%/năm, và ta giả sử tốc độ này không thay đổi theo thời
gian.

Tốc độ tăng trưởng dân số theo thời gian chính là đạo hàm dP
dt . Tốc độ tăng trưởng

tương đối là
dP
dt

P
,

vậy mô hình là
dP
dt

P
= k,

trong đó k là hằng số tỉ lệ, độc lập với thời gian, hay

dP

dt
= kP. (7.1.1)

Phương trình (7.1.1) là một mô hình đơn giản nhưng hiệu quả về sự tăng trưởng số lượng
của quần thể.
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Hình 7.1.2: Một số nghiệm của phương trình dân số P (t) = P0e
kt ứng với k = 1 và những

giá trị khác nhau của P0.

Nếu k > 0 thì dPdt luôn dương, nên dân số luôn tăng. Hơn nữa khi P càng lớn thì dPdt
càng lớn, nghĩa là dân số càng lớn thì tăng càng nhanh. Như vậy mô hình dân số (7.1.1)
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phù hợp với những tình huống mà sự phát triển của dân số không bị hạn chế bởi lương
thực, sự tấn công của kẻ địch, bệnh dịch, . . . .

Nếu k = 0 thì dPdt luôn bằng 0, do đó P bằng một hằng số. Vậy dân số không đổi. Một
nghiệm hằng như vậy của phương trình vi phân còn được gọi là một nghiệm cân bằng.

Nếu k < 0 thì dPdt luôn âm, nên dân số luôn giảm.
Phương trình này được giải ở Ví dụ 7.2.2, còn lúc này ta có thể dễ dàng kiểm tra bằng

cách thế vào rằng phương trình có một nghiệm là

P (t) = P0e
kt.

Trong đó P0 = P (0) là dân số tại thời điểm 0, tức là dân số ban đầu. Xem Hình 7.1.2.
Mô hình tăng trưởng dân số cũng áp dụng được cho các trường hợp khác mà tốc độ

thay đổi của đại lượng tỉ lệ với giá trị của đại lượng, như mô hình lãi nhập vốn (Bài tập
7.2.8), mô hình phân rã mũ (Bài tập 7.2.9).

Ví dụ 7.1.7 (Mô hình tăng trưởng dân số có kìm hãm). Thường khi dân số của
một cộng đồng tăng lên thì những yếu tố kìm hãm xuất hiện như hạn chế về lương thực,
tài nguyên, sự cạnh tranh của các cộng đồng khác, . . . . Trong trường hợp này thì tốc độ
tăng trưởng dân số tương đối sẽ không phải là một hằng số. Một mô hình đơn giản là tốc
độ tăng trưởng dân số tương đối sẽ phụ thuộc vào chính dân số:

P ′

P
= h(P ).

Đơn giản hơn nữa ta lấy h là một hàm cấp 1:

h(P ) = r
(

1− P

K

)
,

trong đó r, K là các hằng số dương. Vậy ta có mô hình

P ′

P
= r
(

1− P

K

)
, (7.1.2)

còn được gọi là mô hình hậu cần.
Quan sát mô hình hậu cần ta thấy nếu P < K thì P ′ > 0, như vậy dân số sẽ tăng.

Tuy nhiên khi P càng lớn thì
(
1− P

K

)
sẽ càng nhỏ, tuy vẫn là số dương. Như vậy khi dân

số lớn lên thì tốc độ tăng tương đối sẽ giảm đi, đúng như ta muốn miêu tả. Phương trình
có một nghiệm hằng P (t) = K, được gọi là nghiệm cân bằng. Giá trị K được coi là mức
trần của môi trường, nếu dân số khởi đầu ở một mức thấp hơn thì dân số không thể
tăng vượt qua mức này.

Trong mục sau ta sẽ giải phương trình hậu cần ở Ví dụ 7.2.3. Hiện giờ ta có thể kiểm
rằng phương trình có một nghiệm là

P (t) =
K

1 + e−rt+C
,

với C ∈ R. Ở Hình 7.1.3 ta thấy nghiệm có những tính chất như dự đoán từ mô hình.

Bài tập

7.1.1. Kiểm tra rằng y = 2
3e
x + e−2x là một nghiệm của phương trình vi phân y′ + 2y = 2ex.

7.1.2. Kiểm tra rằng y = −t cos t− t là một nghiệm của bài toán giá trị đầu

t
dy

dt
= y + t2 sin t, y(π) = 0.



126 CHƯƠNG 7. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

y

x

Hình 7.1.3: Một số nghiệm của phương trình hậu cần với r = 1, K = 3 và những điều
kiện đầu khác nhau. Nghiệm P = K là nghiệm cân bằng, có đồ thị là một đường thẳng
nằm ngang. Các nghiệm mà có giá trị đầu nhỏ hơn K khi thời gian lớn hơn tăng gần tới
nhưng không đạt giá trị K. Các nghiệm mà có giá trị đầu lớn hơn K khi thời gian lớn

hơn giảm gần tới nhưng không đạt giá trị K.

7.1.3. Xét phương trình vi phân x2y′ + xy = 1.

(a) Kiểm tra rằng mọi phần tử của họ các hàm số y = (lnx+ C)/x đều là nghiệm của phương
trình.

(b) Tìm một nghiệm của phương trình vi phân thỏa mãn điều kiện ban đầu y(1) = 2.

(c) Tìm một nghiệm của phương trình vi phân thỏa mãn điều kiện ban đầu y(2) = 1.

7.1.4. Xét phương trình vi phân y′ = −y2.

(a) Hãy kiểm tra rằng tất cả các phần tử của họ y = 1/(x+C) đều là nghiệm của phương trình.

(b) Hãy tìm một nghiệm của bài toán giá trị ban đầu

y′ = −y2, y(0) = 0,5.

7.1.5. Xét phương trình vi phân y′ = xy3.

(a) Hãy kiểm tra rằng tất cả phần tử của họ y = (c− x2)−1/2 đều là nghiệm.

(b) Hãy vẽ đồ thị nhiều phần tử của họ các nghiệm trên cùng một mặt phẳng.

(c) Hãy tìm một nghiệm của bài toán giá trị ban đầu

y′ = xy3, y(0) = 2.

7.1.6. Một dân số được mô hình bởi phương trình vi phân theo mô hình tăng trưởng có kìm hãm

dP

dt
= 1,2P

(
1− P

4200

)
.

(a) Với những giá trị nào của P thì dân số tăng theo thời gian?

(b) Với những giá trị nào của P thì dân số giảm theo thời gian?

(c) Những nghiệm nào là nghiệm cân bằng (nghiệm hằng, dân số không đổi theo thời gian)?
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7.1.7 (Mô hình của sự nguội). Người ta đưa ra một quan sát rằng tốc độ nguội của một vật
tỉ lệ với sự chênh lệch nhiệt độ giữa vật đó với môi trường xung quanh (đây là một định luật của
I. Newton).

(a) Một ấm nước vừa sôi ở nhiệt độ 100◦C được để nguội trong một phòng có nhiệt độ 26◦C.
Hãy viết một phương trình vi phân miêu tả nhiệt độ của ấm nước để nguội phù hợp với
quan sát này.

(b) Hãy vẽ phác họa đồ thị nghiệm của bài toán giá trị ban đầu ở phần (a).

7.1.8 (Mô hình của sự học). Đặt P (t) là lượng kiến thức tích lũy được của một người học (đo
theo một cách nào đó) theo thời gian t. Đạo hàm dP/dt cho tốc độ tăng của lượng kiến thức tích
lũy, thể hiện tốc độ tiến bộ của người học. Có quan sát rằng kiến thức tích lũy được tăng theo
thời gian, nhưng với tốc độ giảm dần, và không thể vượt quá một mức trần M nhất định.

(a) Hãy giải thích vì sao phương trình vi phân

dP

dt
= k(M − P ),

với k là một hằng số, là phù hợp với quan sát trên.

(b) Hãy vẽ phác họa một nghiệm của phương trình vi phân này dựa theo mô hình trên.

7.2 Giải phương trình vi phân cấp một

7.2.1 Phương trình vi phân cấp một tách biến

Một phương trình vi phân cấp một tách biến, còn được gọi là phương trình vi phân
cấp một biệt số phân li, là một phương trình vi phân cấp một mà trong đó biểu thức cho
dy/dx có thể được phân tích thành một hàm của x nhân với một hàm của y. Cụ thể hơn,
đó là phương trình có dạng

dy

dx
= g(x)f(y).

Đối với phương trình như vậy ta có thể đưa hết hàm của x về một vế và hàm của y về vế
còn lại, tức là tách biến.

Ví dụ 7.2.1. Giải phương trình
y′ = y.

Viết lại phương trình ở dạng
dy

dx
= y.

Đưa về dạng y ở một bên, x ở một bên (tách biến):

dy

y
= dx.

Lấy tích phân hai vế: ∫
dy

y
dy =

∫
dx

ta được
ln |y| = x+ C,

tức là
|y| = ex+C = eCex.
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Vì y là hàm khả vi liên tục nên hoặc y = eCex hoặc y = −eCex. Kết hợp hai trường hợp,
cùng với trường hợp y = 0, ta có nghiệm tổng quát là

y = Dex,

với D là một hằng số thực.

Cách giải chung của phương trình tách biến là như sau:

Cách giải phương trình tách biến

dy

dx
= g(x)f(y)

Bước 1: Viết lại dưới dạng vi phân

h(y)dy = g(x)dx

ở đó tất cả y đều nằm về một vế của phương trình và tất cả x nằm về vế
kia (tách biến). Ở đây h = 1

f .

Bước 2: Lấy nguyên hàm hai vế:∫
h(y)dy =

∫
g(x)dx (7.2.1)

Trong một số trường hợp ta có thể tính được tích phân rồi giải được phương
trình (7.2.1) để được công thức tường minh y theo x.

Có thể giải thích cách giải này như sau. Ta viết

y′(x) =
g(x)

h(y)

hay
h(y)y′(x) = g(x)

rồi lấy nguyên hàm cả hai vế thì được∫
h(y)y′(x) dx =

∫
g(x) dx.

Ở vế trái, đổi biến y = y(x) ta được∫
h(y) dy =

∫
g(x) dx.

Ví dụ 7.2.2. Giải phương trình tăng trưởng dân số (7.1.1)

P ′ = kP.

Bước 1: Viết
dP

dt
= kP.
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Đưa về dạng P ở một bên, t ở một bên (tách biến):

dP

P
= kdt.

Bước 2: Lấy tích phân hai vế: ∫
dP

P
=

∫
k dt

ta được
ln |P | = kt+ C,

tức là
|P | = ekt+C = eCekt.

Vì P là hàm khả vi liên tục nên hoặc P = eCekt hoặc P = −eCekt. Kết hợp hai trường
hợp ta được nghiệm

P = Dekt, D ∈ R.

Chú ý rằng P (0) = D. Nếu đặt P0 = P (0) là giá trị ban đầu của dân số thì ta viết được
nghiệm là

P (t) = P0e
kt.

Ví dụ 7.2.3. Giải phương trình tăng trưởng dân số có kìm hãm (mô hình hậu cần) (7.1.2)

P ′ = r

(
1− P

K

)
P.

Ta nhận thấy đây là một phương trình tách biến. Ta viết nó dưới dạng P ở một vế
còn t ở vế kia:

dP(
1− P

K

)
P

= rdt.

Lấy nguyên hàm hai vế (giả sử P < K):∫
dP(

1− P
K

)
P

=

∫
r dt.

Suy ra ∫ ( 1

K − P
+

1

P

)
dP = rt+ C,

với C ∈ R. Từ đó
− ln(K − P ) + lnP = rt+ C,

hay

ln
P

K − P
= rt+ C,

vậy
P

K − P
= ert+C .

Giải phương trình này tìm P , ta được

P (1 + ert+C) = Kert+C ,

vậy nghiệm là

P =
Kert+C

1 + ert+C
=

K

1 + e−rt−C
,

với C ∈ R.
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7.2.2 Phương trình vi phân cấp một đẳng cấp

Một phương trình vi phân cấp một đẳng cấp là một phương trình có dạng

y′(x) = F

(
y(x)

x

)
,

hay ngắn gọn hơn
y′ = F

(y
x

)
,

với F là một hàm một biến.

Ví dụ 7.2.4. Các phương trình sau có dạng đẳng cấp:

(a) y′ =
x+ y

x− y
, vì ta có thể viết lại như sau, với u = y

x :

y′ =
1 + y/x

1− y/x
=

1 + u

1− u
.

(b) y′ =
x2 + xy + y2

x2 + y2
, vì ta có thể viết lại như sau, với u = y

x :

y′ =
1 + y/x+ (y/x)2

1 + (y/x)2
=

1 + u+ u2

1 + u2
.

Ví dụ 7.2.5. Giải phương trình sau

y′ =
y2 + 2xy

x2
.

Ta đưa về dạng đẳng cấp như sau:

y′ =
(y
x

)2
+ 2

y

x
= u2 + 2u

với u = y
x , x 6= 0. Do y(x) = u(x)x, ta tính được y′(x) = u′(x)x+ u(x). Thay vào phương

trình trên ta được
u′x+ u = u2 + 2u,

tức là
u′x = u2 + u.

Nếu u2 + u = 0, tức u = 0 hay u = −1, ta được hai nghiệm y = 0 hay y = −x. Nếu
u2 + u 6= 0 ta có thể đưa phương trình về dạng phương trình tách biến

u′

u2 + u
=

1

x
.

Ta giải phương trình tách biến như ở mục trước. Lấy nguyên hàm hai vế:∫
1

u2 + u
du =

∫
1

x
dx.

Tính tích phân:∫
1

u2 + u
du =

∫
1

u(u+ 1)
du =

∫ (
1

u
− 1

u+ 1

)
du = ln |u| − ln |u+ 1| = D + ln |x|.
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Viết D = lnC, C > 0, ta thu được ∣∣∣∣ u

u+ 1

∣∣∣∣ = C|x|.

Trên mỗi khoảng xác định x 6= 0 ta xét phương trình

u

u+ 1
= Cx,

với một hằng số C ∈ R (nếu dùng một lí luận nâng cao hơn từ tính liên tục của u có thể
thấy được đây là khả năng duy nhất). Giải phương trình này ta được

u =
Cx

1− Cx
.

Thay u bởi yx , ta được một nghiệm là

y(x) =
Cx2

1− Cx
, C ∈ R.

Tổng kết lại, để giải phương trình đẳng cấp ta làm như sau:

Cách giải phương trình đẳng cấp

y′ = F
(y
x

)

Bước 1: Đặt u = y
x hay y(x) = u(x)x, do công thức đạo hàm của hàm tích, ta

có y′(x) = u′(x)x+ u(x).

Bước 2: Thay vào phương trình ban đầu ta thu được một phương trình vi phân
cấp một u′x+ u = F (u) tách biến được theo x và u.

Bước 3: Giải phương trình ở Bước 2 theo cách giải phương trình tách biến, ta
tìm u, sau đó thay u = y

x để tìm y theo x.

7.2.3 Phương trình vi phân cấp một tuyến tính

Một phương trình vi phân cấp một tuyến tính là một phương trình có dạng

dy

dx
+ P (x)y = Q(x).

Gọi là tuyến tính là vì bậc cao nhất của y là 1.

Ví dụ 7.2.6. Giải phương trình xy′ + y = 2x.
Chú ý rằng phương trình vi phân này không tách được và cũng không đẳng cấp. Dùng

công thức đạo hàm của tích:

xy′ + y = xy′ + x′y = (xy)′,

nhờ đó chúng ta có thể viết lại phương trình là

(xy)′ = 2x.
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Lấy tích phân hai vế phương trình này chúng ta nhận được

xy = x2 + C

hay

y = x+
C

x
.

Ví dụ trên chỉ ra rằng mỗi phương trình vi phân cấp một tuyến tính có thể được giải
một cách tương tự bằng cách nhân hai vế phương trình bởi một hàm thích hợp.

Cách giải phương trình tuyến tính

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)

Bước 1: Tính thừa số tích phân

µ(x) = e
∫
P (x)dx.

Ta có µ′(x) = µ(x)P (x).

Bước 2: Nhân hàm µ(x) vào hai vế của phương trình vi phân:

µ(x)y′(x) + µ(x)P (x)y(x) = µ(x)Q(x).

Bước 3: Do công thức đạo hàm của tích phương trình được viết lại là

(µ(x)y(x))′ = µ(x)Q(x).

Bước 4: Lấy nguyên hàm:

y(x) =
1

µ(x)

∫
µ(x)Q(x)dx.

Ví dụ 7.2.7. Giải phương trình vi phân
dy

dx
+ 3x2y = 6x2.

Phương trình này là tuyến tính với P (x) = 3x2 và Q(x) = 6x2. Thừa số tích phân là

µ(x) = e
∫

3x2dx = ex
3
.

Ở đây ta chỉ cần một nguyên hàm nào đó mà thôi chứ không cần cả một họ nguyên hàm.
Nhân hai vế của phương trình với ex

3
chúng ta được

ex
3 dy

dx
+ 3x2ex

3
y = 6x2ex

3

d

dx
(ex

3
y) = 6x2ex

3

ex
3
y =

∫
6x2ex

3
dx = 2ex

3
+ C

y = 2 + Ce−x
3
.

Ví dụ 7.2.8. Tìm nghiệm của bài toán giá trị đầu

x2y′ + xy = 1, x > 0, y(1) = 2.
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Đầu tiên chúng ta phải chia hai vế cho hệ số của y′ để đưa phương trình vi phân về
dạng chuẩn

y′ +
1

x
y =

1

x2
, x > 0.

Thừa số tích phân là
µ(x) = e

∫
1
x
dx = elnx = x.

Nhân vế của phương trình được cho với x

xy′ + y =
1

x

tức là
(xy)′ =

1

x
.

Từ đó
xy =

∫
1

x
dx = lnx+ C

và do đó
y =

lnx+ C

x
.

Vì y(1) = 2 ta có

2 =
ln 1 + C

1
= C.

Vậy nghiệm của bài toán giá trị đầu là

y =
lnx+ 2

x
.

Ví dụ 7.2.9. Giải phương trình tăng trưởng dân số (7.1.1)

P ′ = kP.

Ta đã giải phương trình này theo phương pháp tách biến ở Ví dụ 7.2.2. Bây giờ viết
lại phương trình ở dạng P ′−kP = 0 ta lại thấy đây cũng là một phương trình tuyến tính.
Nhân hai vế với e

∫
−k dt = e−kt ta được

e−ktP ′ − ke−ktP = 0,

hay
(e−ktP )′ = 0.

Lấy nguyên hàm ta được e−ktP = C, hay

P = Cekt.

Kết quả này trùng với kết quả thu được ở Ví dụ 7.2.2.

Ví dụ 7.2.10 (Ứng dụng vào mạch điện). Một nguồn điện tạo ra một điện áp E(t)
vôn (volt) và một cường độ dòng điện tức thời I(t) ampe (ampere) tại thời điểm t trong
một mạch điện. Mạch điện còn chứa một điện trở với trở kháng R ôm (Ohm) và một cuộn
cảm với cảm kháng bằng L henri. Xem Hình 7.2.1.

Theo định luật Ohm độ giảm áp do điện trở gây ra là RI. Độ giảm áp do cuộn cảm
gây ra là L(dIdt ). Một định luật của Kirchhoff nói rằng tổng độ giảm áp chính bằng điện
áp tại nguồn E(t). Do đó chúng ta có

L
dI

dt
+RI = E(t).
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Hình 7.2.1: Mạch điện.

Nghiệm là cường độ dòng điện tức thời I(t) tại thời điểm t.
Với L = 4, R = 12 và E(t) = 60 (đây là trường hợp điện thế không đổi được cung cấp

bởi pin chẳng hạn), phương trình trở thành

4
dI

dt
+ 12I = 60,

hay
dI

dt
= 15− 3I.

Ta nhận ra rằng phương trình này là tách biến được, và ta giải nó như sau:∫
dI

15− 3I
=

∫
dt

−1

3
ln |15− 3I| = t+ C

|15− 3I| = e−3(t+C)

15− 3I = ±e−3Ce−3t = Ae−3t.

Vậy nghiệm là

I(t) = 5− 1

3
Ae−3t.

Giả sử thay vì dùng pin chúng ta dùng máy phát điện tạo ra một điện áp thay đổi
E(t) = 60 sin 30t vôn. Phương trình vi phân trở thành

4
dI

dt
+ 12I = 60 sin 30t

hay
dI

dt
+ 3I = 15 sin 30t.

Đây là một phương trình cấp một tuyến tính. Thừa số tích phân là e
∫

3 dt = e3t, dẫn đến

e3tdI

dt
+ 3e3tI =

d

dt
(e3tI) = 15e3t sin 30t.

Dùng bảng tích phân hoặc dùng máy tính ta có thể tính được tích phân:

e3tI =

∫
15e3t sin 30t dt = 15

e3t

909
(3 sin 30t− 30 cos 30t) + C.

Vậy nghiệm là

I(t) =
5

101
(sin 30t− 10 cos 30t) + Ce−3t.

Bài tập

Phương trình tách biến

7.2.1. Giải các phương trình vi phân:
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(a)
dy

dx
= xy2.

(b)
dy

dx
= xe−y.

(c) xy2y′ = x+ 1.

(d) (y2 + xy2)y′ = 1.

(e) (y + sin y)y′ = x+ x3.

(f)
dv

ds
=

s+ 1

sv + s
.

(g)
dp

dt
= t2p− p+ t2 − 1.

(h)
dz

dt
+ et+z = 0.

(i) (x2 + 4) dydx = xy.

(j) y′ = y2x3.

(k)
dx

dt
= x2 − 2x+ 2.

7.2.2. Tìm nghiệm của phương trình vi phân thỏa điều kiện đầu cho trước.

(a)
dy

dx
=
x

y
, y(0) = −3.

(b)
dy

dx
=

lnx

xy
, y(1) = 2.

(c)
dP

dt
=
√
Pt, P (1) = 2.

(d)
dL

dt
= kL2 ln t, L(1) = −1.

Phương trình đẳng cấp

7.2.3. Giải các phương trình vi phân:

(a) y′ =
y + x

x
.

(b) y′ =
y − x
x

.

(c) y′ =
2y + x

x
.

(d) y′(x) =
x− y
x+ y

.

(e)
dy

dx
=

4x− 3y

x− y
.

(f)


dy

dx
=
y − 6x

2x− y
y(0) = 1.

(g) y′ =
x2 + y2

xy
, y(1) = 2.

(h) (x2 + y2)
dy

dx
+ 2x(y + 2x) = 0.

(i)

{
x2y′(x) = y2 − xy + x2

y(1) = 2.

(j) y2 = (xy − x2)
dy

dx
.

(k)

x
dx

dt
=
x2 + t2

t
x(2) = 1.

Phương trình tuyến tính

7.2.4. Giải phương trình vi phân:

(a) y′ + y = 1.

(b) y′ − y = ex.

(c) y′ = x− y.
(d) 4x3y + x4y′ = sin3 x.

(e) xy′ + y =
√
x.

(f) y′ + y = sin(ex).

(g) x
dy

dx
− 4y = x4ex.

(h) (1 + t)
du

dt
+ u = 1 + t, t > 0.

(i) t ln t
dr

dt
+ r = tet.

(j)
dz

dx
= xz − x.

(k) z′ − 2

x
z =

2

3
x4.

7.2.5. Giải phương trình vi phân:

(a) y′ + 3xy = 4x.

(b) x2y′ + 2xy = lnx, y(1) = 2

(c) t
du

dt
= t2 + 3u, t > 0, u(2) = 4

(d) 2xy′ + y = 6x, x > 0, y(4) = 20
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(e) (x2 + 1)
dy

dx
+ 3x(y − 1) = 0, y(0) = 2 (f) y′ + y cosx = e− sin x.

(g) xy′(x)− y(x) = x lnx với x > 0, và y(1) = 2.

Ứng dụng và các bài toán khác

7.2.6. Một quần thể vi khuẩn có tăng trưởng số lượng tỉ lệ với số lượng hiện có. Sau 1 giờ có 1000
cá thể vi khuẩn, sau 4 giờ có 3000 cá thể. Hãy tìm số cá thể ở một thời điểm bất kì và số cá thể ở
thời điểm ban đầu.

7.2.7. Lượng muỗi trong môi trường đang tăng với tốc độ theo thời gian (tính bằng ngày) tỉ lệ
với số lượng hiện có, và gấp đôi sau mỗi tuần. Giả sử số lượng muỗi ban đầu là 100.000 con, hãy
tìm công thức của số lượng muỗi tại thời điểm bất kì.

7.2.8 (Mô hình lãi nhập vốn liên tục). Một tài khoản có lượng tiền ban đầu là P (gốc). Lãi
suất theo thời gian là r/năm, thường được viết ở dạng phần trăm/năm. Chẳng hạn r = 0,05 = 5%
có nghĩa là sau 1 năm thì cứ 100 đơn vị tiền tài khoản sẽ nhận được một khoản lãi là 5 đơn vị tiền.
Nếu lãi được nhập vào vốn, thì r chính là tốc độ tăng tương đối của lượng tiền trong tài khoản.
Trong mô hình lãi nhập vốn liên tục thì lượng tiền A ở thời điểm t (tính bằng năm) thỏa

A′(t)

A(t)
= r.

(a) Chứng tỏ lượng tiền trong tài khoản được cho bởi

A(t) = Pert.

(b) Chứng tỏ thời gian cần để lượng tiền trong tài khoản tăng gấp đôi không phụ thuộc vào
khoản đầu tư ban đầu.

(c) Để lượng tiền tăng gấp đôi mỗi 10 năm thì lãi suất phải bằng bao nhiêu?

7.2.9 (Phân rã của Carbon C14). Carbon C14 là một chất phóng xạ. Theo hóa học số lượng
nguyên tử bị phân rã trong một đơn vị thời gian trên một đơn vị số lượng nguyên tử là không đổi.
Như vậy nếu gọi C là số lượng nguyên tử ở thời điểm t thì

C ′(t)

C(t)
= k

trong đó k là một số thực không thay đổi theo t.

(a) Chứng tỏ
C(t) = C0e

kt

trong đó C0 = C(0).

(b) Người ta biết C14 phân rã theo qui luật số lượng giảm đi phân nửa sau 5730 năm. Từ đó
hãy kiểm rằng k = −0,00012.

7.2.10 (Định tuổi bằng Carbon). Carbon C14 được sinh ra trong khí quyển Quả Đất do tác
động của tia vũ trụ. Tỉ lệ giữa C14 (phóng xạ) và C12 (không phóng xạ) trong môi trường có thể
coi là không thay đổi theo thời gian. Các cơ thể sống trao đổi chất với môi trường nên tỉ lệ giữa
C14 và C12 trong cơ thể bằng với tỉ lệ trong môi trường. Khi một cơ thể chết đi, nó không trao
đổi chất nữa, lượng C12 không đổi trong khi lượng C14 giảm đi theo thời gian do phóng xạ. Bằng
cách đo tỉ lệ C14 còn trong cơ thể người ta có thể suy ra thời điểm mà cơ thể chết. Đây là nguyên
lí của phương pháp định tuổi bằng Carbon. Về mặt toán học, nếu biết giá trị của C(t)

C(0) ta có thể
tính được t.

Năm 1991 người ta phát hiện được một xác người đóng băng trên dãy núi Alps ở Châu Âu,
và đo được lượng C14 trong xác ướp này bằng 53% lượng C14 có trong một cơ thể sống. Hãy tính
xem xác ướp này bao nhiêu tuổi?
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7.2.11. Năm 1950 người ta phát hiện ở gần Biển Chết những phần của những cuốn sách viết trên
giấy và da có nội dung liên quan tới kinh của người Do Thái cổ. Các nhà khảo cổ xác định được
hàm lượng Carbon-14 trong các cuốn sách chỉ còn là 78%. Hãy tính tuổi của các cuốn sách này.

7.2.12. Người ta tìm thấy những bánh xe bằng gỗ của các chiến xa do ngựa kéo ở Kazakhstan.
Hàm lượng Carbon-14 trong gỗ chỉ còn bằng 62.5% so với hàm lượng trong cây sống. Hãy tính
tuổi của các bánh xe này.

7.2.13. Dân số loài người là 5,28 tỉ người vào năm 1990 và 6,07 tỉ người vào năm 2000. Giả thiết
rằng do các hạn chế về tài nguyên, Quả Đất không thể đủ chỗ cho quá 10 tỉ người. Hãy dùng mô
hình tăng trưởng dân số có kìm hãm để dự đoán dân số thế giới vào năm 2025.

7.2.14. Giải phương trình của sự học ở Bài tập 7.1.8

P ′ = k(M − P ).

Hãy vẽ đường cong nghiệm.

7.2.15. Giải phương trình của sự nguội ở Bài tập 7.1.7. Hãy vẽ đường cong nghiệm.

7.2.16. Một vật nóng được để nguội trong môi trường có nhiệt độ là 30◦. Sau 10 phút ta đo được
nhiệt độ của vật là 50◦ và sau 20 phút thì nhiệt độ của vật là 40◦. Dùng mô hình phương trình vi
phân của sự nguội, hãy tính nhiệt độ ban đầu của vật và sau bao lâu thì nhiệt độ của vật còn là
35◦?

7.2.17. Trong mạch điện được cho ở Hình 7.2.1 tìm cường độ dòng điện tức thời I(t) và vẽ đồ thị
của nó (có thể dùng máy tính) trong các trường hợp:

(a) Một pin cung cấp một điện áp không đổi 40 vôn, cảm kháng là 2 henri, trở kháng là 10 ôm
và I(0) = 0.

(b) Một máy phát điện cung cấp một điện áp E(t) = 40 sin 60t vôn, cảm kháng là 1 henri, trở
kháng là 20 ôm và I(0) = 1 ampe.

7.2.18. Một phương trình vi phân Bernoulli là phương trình có dạng

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)yn.

Nếu n = 0 hoặc n = 1 thì phương trình Bernoulli là tuyến tính. Với n nhận những giá trị khác,
phép thế u = y1−n biến đổi phương trình Bernoulli thành phương trình tuyến tính

du

dx
+ (1− n)P (x)u = (1− n)Q(x).

Dùng phương pháp trên để giải các phương trình vi phân sau:

(a) xy′ + y = −xy2. (b) y′ +
2

x
y =

y3

x2
.

7.2.19. Một phương trình vi phân
dy

dx
=
−P (x, y)

Q(x, y)

có thể được viết lại là
Pdx+Qdy = 0,

và được gọi là một phương trình vi phân toàn phần, hay một phương trình vi phân khớp
(exact), nếu

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.

Ta tìm một hàm f(x, y) sao cho {
∂f
∂x = P
∂f
∂y = Q.

khi đó phương trình ẩn f(x, y) = C, với C ∈ R là một hằng số, xác định một nghiệm của phương
trình vi phân.

Dùng phương pháp trên để giải các phương trình vi phân sau:
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(a) y′ =
−2xy

1 + x2
.

(b) y′ =
−y2

2xy + 1
.

(c) y′ =
2 + yexy

2y − xexy
.

(d) y′ = −x
2 + y + 1

x+ y + y3
.

7.2.20. Một phương trình tích phân là một phương trình chứa một ẩn hàm y(x) và một tích
phân chứa y(x). Giải phương trình tích phân sau. (Hướng dẫn: Lấy đạo hàm và sử dụng một điều
kiện đầu thu được từ phương trình tích phân.)

(a) y(x) = 2 +
∫ x
2

[t− ty(t)]dt. (b) y(x) = 4 +
∫ x
0

2t
√
y(t)dt.
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